Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



Digitizedb, Google 



Digitizedb, Google 



Digitizedb, Google 



Digitizedb, Google 



— Eisenbetonbau — 
ßahmen und Gewölbe 

;^ Ein ausführliches Lehrbuch der praktischen Statik 
]' einfacher nnd mehrstieliger Bahmen 

! auf dem Grundsatz der virtuellen Arbeit 

nebst einem 

j -j Anhang Aber die Elemente der ElnriaBtlnlenlehre Iflr 

Tollwandige Träger 



Hit rielen Tollstfindtg durohgefUhrten Zfthl«nbeiapielen, 
400 Abbildungea und 2 Tafeln 



H. Schlüter 

Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage 



Berlin 

Verlag von Hermann MeuBser 



□ igilizedby Google 






Alle Rechte vorb^alten, 
auch das der Übersetzung in fremde Sprachen. 
Copyright 1919 by Hermann Meusser, Berlin. 



■i 



filFf 



Dioitizedb,GoOglc 



/^' 



Seinem ehemaligen Chef 
Herrn Dr. -Ing, h. c. M. Koenen, 

Baudirektor der A.-O. für Beton- nnd Monierban, 
gewidmet vom Terfasser. 



ivil506S0 ^ , 

Dioitizedb,GOOgle 



Dioitizedb,GoOglc 



Vorwort zur ersten Auflage. 

Die statisobe Unbestimmtheit wird immer mehr zu einer 
oharakteristiBchen Eigentümlichkeit der EiseDbetonbauweise, das 
schnelle Umspringen mit ihr immer mehr zu einem Bedürfnis 
weiter Fachkreise, so daß schon mehrere Autoren daraus Anlaß 
genommen haben, spezielle Arbeiten über die biegungsfeeten Stab- 
züge zu veröffentlichen — abgeseheo von den fortlaufenden Neu- 
erscheinungen in den Zeitschriften. 

Viele, die sich — eigentlich nur im sicheren Besitze der Ele- 
mentarkenntnisse der Statik — für den Eisenbetonbau spezialisiert 
haben, sehen sich im Laufe ihrer Praxis bald vor Aufgaben gestellt, 
die ihre Kräfte übersteigen, ohne daß sie mit Hilfe der umfang- 
reichen Arbeiten unserer großen Statiker imstande wären, sich die 
sehr erwünschte Äbrundung ihrer Fachbildung zu verschaffen, 
weil diese zuviel voraussetzen. Auch mancher vollkommen für 
sein Spezialfach vorbereitete jüngere Eisenbetoningenieur mußte 
sich bisher doch erst langsam zu einer gewissen Klarheit in der 
Anwendung des Gelernten auf die Aufgaben der Praxis hindmTjh- 
arbeiten. 

Die Folgen sind mechanische Anwendung imverstandener 
Formeln, die als letztes Hilfsmittel aus Taschenbüchern und 
Kalendern ' entnommen werden, und anschließend konstruktive 
Mißgriffe. ■ 

Diesem Übelstand möchte Verfasser mit seinem Buch ab- 
helfen; eine sichere Beherrschung der in Frage kom- 
menden Gesetze, die doch schließlich allen Abhandlungen 
zugrunde liegen, muß dem ernst Forschenden das Verständnis 
für die schwierigeren Aufgaben eröffnen, so daß er sich alle ein- 
schlägigen Arbeiten bald zunutze machen kann. 

Verfasser bringt deswegen nach der Einleitung, die — zu- 
nächst in Kürze von den statisch bestimmten Bauwerken handelnd 
— die statische Unbestimmtheit an mehreren Beispielen bespricht 
und die Notwendigkeit der Kenntnis der elastischen Form- 
änderungen zur Lösung derselben erörtert, im 

Abschnitt I die Berechnungsverfahren auf Grund rech- 
nerischer Ermittelung der Formänderungen und im 
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VI 

Abschnitt II die Berechnungsverfahren auf Grund zeich- 
nerischer Ermittelung der Formänderungen. 

Jeder Abschnitt beginnt mit einem Abriß der Elastizi- 
tätslehre und geht dann zur Berechnung statisch unbestimmter 
Systeme über. 

Im ersten Abschnitt bringt die Elastizitätslehre zunächst 
die Formänderungsberechnungen sowohl auf Grund elementarer 
Ableitungen wie mit Hilfe der Arbeitsgesetze. Es werden die 
Gleichungen für Formänderungsarbeit und Verschiebungsarbeit 
al^Ieitet, und es wird schheßhch nach dem einfachen Prinzip 
der virtuellen Verrückungen die Brauchbarmachimg des 
Gesetzes der Verschiebungsarbeit für die Ermittelung von Form- 
änderungen und statisch unbestimmten Großen bei den ver- 
schiedensten Fällen der Auflagerung gezeigt. 

In der eigentlichen Eahmen- und Gewölbetheorie schließt 
Verfasser sich dann m<%lichst der Literatur an und hofft so dem 
Schüler die Fähigkeit zu vermitteln, sich auf dieser Grundlage 
selbständig weiterzubilden. 

Ganz besonders werden die Anregungen befolgt, die Herr 
Prof. Robert Otzen in seinem Buche: „Praktische Winke 
zum Studium der Statik" gegeben hat. Es soll also „Ver- 
minderung der Gedächtnisarbeit, Belebung der Verstandestätig- 
keit, Begreifen und Beherrschen der Gesetze das Ziel des Studie- 
renden sein, nicht Auswendiglernen von Formeln und Gleichungen 
oder bequeme Zusammenstellung von Tatsachen ohne Begründung" 
Nur die vollige Klarheit in der Ableitung ist geeignet, 
die Konstruktionsprinzipien für das Detail klar zur Er- 
kenntnis zu bringen. 

Die Bedürfnisse des Praktikers werden berücksichtigt 
durch die bis zu Ende durchgeführten Rechnungen und die steten 
Bemerkungen über die Brauchbarkeit dieses oder jenes Systems. 
Der Anschluß an das Handbuch für Eisenbetonbau ersparte die 
Angabe weiterer konstruktiver Einzelheiten. 

Von dem Prinzip der Einflußliniengleichungen bei 
der Bestimmung der statisch , unbestimmten Größen ist st«ts Ge- 
brauch gemacht worden, und zwar sowohl bei der Rahmen- als 
auch bei der Gewölbeberechnung. Ebenso wurde auch die Deu- 
tung der Integrale und die damit verbundene große Abkür- 
zut^smi^lichkeit jeder Rechnung stets gezeigt. 

Da es im übrigen gegenüber den sonstigen Voraussetzungen 
für die Anwendtmg der Elastizitätstheorie auf statisch unbestimmte 
Systeme des Eisenbetonbaues oft ungerechtfertigt erscheint, den 
Hauptsatz stets in vollständiger Form zu gebrauchen, so ist Ver- 
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faeser darauf bedacht gewesen, nach Vorfiihmng der vollständigen 
Ableitungen, Kürzungen anzuwenden da, wo es angebracht 
erschien. , ' 

Für den Brückenbau ist eine sichere Kenntnis der statischen 
Verhältnisse gelenkloser B^en unter den verschiedensten Ein- 
flüssen erforderlich; hier erläuterte Verfasser das seit lai^er Zeit 
bekannte und grundlegende Verfahren von Prof. Morsch. 

Den Abschnitt über die erforderlichen und ausreichenden 
Elemente der höheren Mathematik hat Verfasser hmzu-. 
gefügt, um zu zeigen, mit wie wenig Kenntnissen aus diesem Ge- 
biete man in den Aufgaben der Statik gemeinbin auskommt, und 
wie leicht die grundlegenden Rechnungsarten der Differential- 
und Integralrechnung auch von solchen zu verstehen sind, die 
sich vielleicht noch nicht damit beschäftigt haben. — 

Auf den gegebenen Grundh^en h&tten ohne große Mühe 
mehr Spezialfälle und die Lösung' schwierigerer Aufgaben auf- 
gebaut werden können; jedoch mußte sich Verfasser hierin aus 
Rücksicht auf den Umfang des Buches Beschränkung auflegen; 
insbesondere mag es einer weiteren Auflage überlassen bleiben, 
den II. Abschnitt über die zeichnerische Behandlung noch weiter 
auezubauen. Es ließen sich später auch noch zu den einzelnen 
Kapiteln Literaturnachweise über solche Arbeiten und Aufsätze 
anbringen, die für den licser dieses Buches ohne weiteres vBrständ- 
Üoh sind. — 

Ich möchte noch auf mein gleichzeitig erschienenes Buch 
,, Eisenbetonbau, Säule und Balken*' hinweisen. Es soll dem 
Anfänger die gnudlegenden Rechnungsarten des Eisenbeton- 
baues als Quelle für alle möglichen Anwendimgsformen vorführen. 

Zum Schluß spreche ich Herrn Robert Gsell , meinem 
früheren Assistenten, für seine verdienstvolle Hilfe meinen herz- 
lichsten Dank aus. 

Im Juni 1913. Hans Schlüter. 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 

Im Vorwort zur erBten Auflage bemerkt« ich, daß auf den 
Torgetra^eneu Gniodlagen ein weiterer Ausbau des Buches leicht 
zu erzielen sei. Die vorlegende neue Auflage enthält die gedachten 
Erweiterungen. Hinzugekommen sind die Abachnitte: „Beliebig 
gelagerte einfache Rahmen" {S. 189 — 194), „Ifchrstieüge GJelenk- 
rahmen mit Pendelstützen" (S. 196 — 202), „]likhrstielige Gelenk- 
rahmen mit steif angeschlossenen Stützen" (8. 203—222) tmd 
„Eingespannte mehrstielige Rahmen" (S. 271 — 289) sowie die 
mehr der Übersicht dienenden Abschnitte: „Allgemeinere Fas- 
sung der Elastizitätsbedingungen" (S. 286 — 297) und „Höhere 
Grade statischer Unb^immtheit und ihr praktischer Wert" 
(S. 324 — 331). Neu bearbeitet und erweitert wurden die Ab- 
schnitte „Eingespannte einfache Rahmen" (S. 223 — 259), „Gte- 
schlossene Rahmen" (S. 260—270) und „Mehrstiehge Rahmen 
unter Zugrundelegung statisch unbestimmter Hauptsysteme" 
(S. 2Ö8 — 323), dieser durch Hinzufügung des Kapitels „Der durch- 
laufende Träger als Haupt«yBtem" (S. 316— 323). Ergänzt wurde 
der Abschnitt ,,ElaBtizitatslehre" insbesondere durch die Ab- 
leitung der Clapeyronschen Gleichung nach der Biegungslehre 
(S, 36 — 45) und nach der Arbeit^leichung (S. 87 — 90) sowie 
durch Hinzufügung eines Absatzes über die Zulässigkeit der Be- 
rechnung von Eisenbetonkonstruktionen nach der Elastizitäts- 
lehre {S. 57-^59). Zur Ergänzui^ der gelegentlich vorgeführten 
Beispiele, die durchweg von einer bereits vorhegenden Rahmen- 
achse und bekannten Stärkeverhältnissen ausgehen, behandelt 
in Kürze Kap. XVIa (S. 182—188) das Thema „Entwurfsvor- 
schläge und Feststellung der Rahmenachse". 

Nach dem alten Grundsatz ist größter Wert gelegt auf das Her- 
vortreten der Gesetzmäßigkeiten in der Herleitung der statischen 
Beziehungen und anschauliche, über den Einzelfall hinausgebende 
Darstellung des Stoffes. Im Abschnitt ,, Allgemeinere Fassung der 
Elastizitätsbedingungen" ist der Gesetzmäßigkeit, der die Berech- 
nung aller Rahmenwerke unterliegt, zusammenfassender Ausdruck 
verliehen. Die Entbehrlichkeit der Ausführung von Integrationen, 
die schon bei den in der 1. Auflage behandelten einfachen Fällen 
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überall berrortrat, erweist sich damit als unbeschränkt in der 
Bahmenbereobnung. 

Der der ersten Auflag beigegebene Anhang über die Elemente 
der höheren Mathematik für den Bedarf des Statikers ist inzirischen 
als selbständiges Büchlein im gleichen Verlage erschienen^]. 

Der die zeichnerische Ermittlung der Formänderungen und 
anschließende BerecfanungsTerfahren • behandelnde zweite Teil 
meines Buches, 1. Auflage, wird als besonderer Band in gehöriger 
EIrweiterung erscheinen ; praktisch ist die zeichnerische Behandlung 
schon in Torliegendem Bande bei der Berechnung der Glewölbe 
(8. 364 und 377 u. f. mit Tafel II) gezeigt, wo sie zufolge fort- 
wahrenden Wechsels der Querschnittsetärke vornehmlich am 
Platze ist. In den anderen hier behandelten FäUen dürfte die 
zeichnerische Lösungsweise der vorgetragenen sehr einfachen 
analytischen gegenüber kaiun einen Vorteil voraushaben. 

Möchten alle, die durch ihre Nachfragen und Vorausbestel- 
lungen dem Verlage mit die Veranlassung gegeben haben, diese 
neue Auflage herauszugeben, ihre Erwartungen auch hinsichtlich 
der Erweiterungen erfüllt finden. Die Herannahe einer in Wort 
und Bild so stark erweiterten Neuaufl^e in einer für das Bau- 
gewerbe im allgemeinen so aussichtsarmen und für die Sache selbst 
so teueren Zeit ist trotzdem ein neuer Beweis für die großzügige 
Haltung der Firma Hermann Meusser in kurz gesagt allen 
Fra^n des Verlagsgeschäftes, von der bisher meine Arbeit in 
förderlichster Weise getragen war und über die ich gern dankend 
quittiere. 

BerUn-Friedenau, im Juli 1919. H. Schlüter. 
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Einleitung. 

Kapitel I. 



Oleiehgewiehtsbedingimgen, Anfl^erimgsarten and Bei- 
spiele für äußerlich statisch bestimmte Bauwerke. 

OleichgewichtebedingangeD. 

Für die Beurtdlung der Wirkung einer Kraft sind maß- 
gebend : 

1. Ihre Größe (in bg oder t). 

2. Ihre Bichtang (wagerecht, lotrecht, schräg). 

3. Die Lage ihres Angriffspunktes (Knotenpunkt einefl 
Fachwerkes, Säule oder Auflager). 

An ihrem Angriffspunkt ruft jede Kraft eine G^enkraft 
wach, die ihr gleich sein muß an GrÖ&e, gleich an Kichtung, 
aber entgegengesetzt im Sinn, sofern eine bew^ende Wirkung 
auf den Punkt angeschlossen sein soll. 

Jedes Bauwerk steht im Grunde genommen \mter der Wir- 
kung einer einzigen Kraft, die wir uns als Besultierende 
aller Lasten vorstellen können, und die Bedingung für den Ruhe- 
zustand des Bauwerkes ist, daß eine Gegenkraft — die Besul-' 
tierende aller Beaktionen — diese in der oben angegebenen Weise 
aufhebt. 

In der Statik hat es sich als praktisch erwiesen, an Stelle der 
Resultierenden selbst, stets mit deren lotrechten und wage- 
rechten Seitenkräften zu arbeiten, weil dadurch eine be- 
queme Handhabe für die Feststellung von Richtung und Große 
einer Kraft gegeben ist. — 

So ist der einfache Balken nach Abb. 1 durch die nach Lage, 

Größe, Richtung und Sinn gegebene Kraft R belastet, tmd wir 

würden die bei diesem Belastungsfall auftretende resultierende 

Gegenkraft aus beiden Auflagern zusammen nach L^e, Größe, 

scbiaii 
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Richtung und Sinn ohne weiteres erhalten, wenn wir einfach R 
beibehielten, den Pfeil aber umkehrten. 

Statt dessen geben wir aber Ki und K, an und von Kt noch 
H und V, weil uns an der Kenntnis der Anteile jedes Auflager^ 
an der GeBamtreaktion gelegen ist. 




Würde die Resultierende von H , V und K^ sich nicht genau 
nach Lage, Größe und Richtung mit der Last B decken und. um- 
gekehrten Sinn haben, dann bliebe offenbar eine Kraftwirkuog 
übrig, die das Gleichgewicht störte- Wir können hier drei Fälle 
unterscheiden : 

1. Die Gegenkraft entspricht nach Lage und Richtung der 
liast R, ohne ihre volle Größe zu erreichen: das Bauwerk wird 
in der Ffeilrichtung von R verschoben. 

2. Die G^enkraft entspricht nach Größe ofid Richtung der 
Last R, verläuft aber in einem gewissen Abstände parallel zu 
ihr: das Bauwerk wird gedreht. 

3. Jede andere von 1 und 2 verschiedene Art der Gegenkraft 
ruft gleichzeitig Verschiebung und Verdrehung des 
Bauwerkes hervor. 

Aus der zu fordernden Sicherheit gegen Verschiebung 
entsteht die Gleicl^ewichtsforderung, daß ein Kraftüberschuß in 
irgendeiner Richtung nicht verbleiben darf; praktischerweise ent- 
stehen daraus zwei Gleichgewichtsbedingungen: 

1. Summe aller lotrechten Kräfte gleich Null. 

2. Summe aller wagerechten Kräfte gleich Null. 
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Aus der zu fordernden Sicherheit gegen Yerdrehang ent- 
steht die dritte Gleichgewichtfiforderung, daß irgendein Kr&fte- 
paar nicht verbleiben darf. Das ist aber bekanntlich erfüllt, wenn 

3. die Summe der Btatiechen Momente sämtlicher 
Kräfte, bezogen auf einen beliebigen Funkt, gleich 
Null ist. 

Die letzte Bedingung hängt zusammen mit der 
Lage der Kräfte zueinander in der Ebene. Hätten wir 
im angegebenen Beispiel (Abb. 2) A den Wert 2000 und B den 
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Wert 3000, also umgekehrt, wie es richtig ist, zugeschrieben, so 
wäre wohl die erste Bedingung erfüllt: „Summe aller lotrechten 
Kräfte gleich Null" (die zweite Bedingung kommt nicht in Frage), 
aber nicht die dritte Bedingung : „Summe aller drehenden Ein- 
flüsae gleich Null" ; denn dies ist nur der Fall, wenn A = 3000 
und B ■> 2000 ist. Alles in allem fordern die drei Gleicl^ewichts- 
bedingungen ^ aller Kraftwirkungen gleich Null. 

Biese drei Bedingungen geben daher für die rechnerische 
Untersuchui^ drei Bestimmungsgleichungen, womit drei Un- 
bekannte gefunden werden können. Wenn also bei einem Bau- 
werk die Lasten gegeben sind und somit der ^ine Teil der äußeren 
Kräfte, so kann der andere Teil der äußeren Kräfte, nämlich die 
Auflagerreaktionen, mit Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen 
gefunden werden, aber nur so lange, als anch nicht mehr als 
drei unbekannte Auflagergrößen vorhanden sind. Das 
ist z.B. der Fall bei einem einfachen Balken nach Abb. 1. 

StaUseh bestimmte Banwerke. 
Solche liegen vor, wenn die Auftagerkräfte sich ausschließ- 
lich mit Hilfe der drei Gleichgewichtabedingungen bestimmen 
lassen. Femer ist noch die Bedingung vorhanden, daß jeder 
Bruchteil des Bauwerkes für sich ebenfalls mit Hilfe der 
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drei QleichgewiohtBbedingungen berechenbar bleibt, d. h. es müssen 
bei einem abgeschnittenen Teil die inneren Spannkräfte, 
welche nach der Trennung gewissermaßen als äußere Kräfta in 
Erscheinung treten, ebenfalls mit Hiife der drei Gleichgewichts- 
bedingungen bestimmbar .sein. Wenn man sich nämlich bei einem 




Bolchen abgeschnittenen Stück (Abb. 3) die . Auflagerung nach 
der Schnittstelle hin verlegt denkt, dann können die dort anzu- 
bringenden Kräfte auch als Auftagerkräfte angesehen werden 
und alle übrigen als Belastung. 

Zu unterscheiden haben wir noch einfache Bauwerke, die 
nur aus einem starren Körper bestehen, und mehrteilige Bau- 
werke, entstanden aus der gelenkartigen Verbindung einzelner' 
einfacher Bauteile (Abb. 4 und 5). 

ADtlagerDDgsarten. 
Beim testen Autlagergelenk (Abb. 6) hegt der Stützpunkt 
der Scheibe fest, und diese kann nur eine Drehung um den festen 
Punkt ausführen. Genau genommen müßte ein solches Gelenk 
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mit Hilfe eines Gelenkbolzens gebildet werden. Der Äuflagerdruck 
geht durch den Drehpunkt der Scheibe, bekannt ist also seine 
Lage in der Ebene, unbekannt ist seine Richtung und Größe, 
sobald beliebige Kräfte die Scheibe in ihrer Ebene belasten. Es 
sind also noch zwei Unbekannte vorhanden: die beiden 
Komponenten. Man kann ein solches festes Aufla^ergalenk durch 
zwei starre Stäbe ersetzen, wodurch 
die Anzahl 2 der Unbekannten 
noch klarer zum Ausdruck kommt 
(Abb. 7). 





Beim beweglichen Auflagergelenk (Abb. 8) kann sich 
der Stützpunkt der Scheibe auf einer geraden Ebene bewegen. 
Eine wagerechte Komponente der Aufl^erkraft würde also von 
einem beweglichen Aufliiget^elenk nicht auf die Unterstützung 
übertragen werden kennen. Aufnehmbar bleibt daher nur eine 
zur Gleitebene senkrechte Kraft, Lage und Richtung derselben 
ist bekaimt, unbekannt aber ihre Größe, so daß bei einem 
beweghchen Auflagergelenk nur, eine Unbekannte vorhanden 
ist. Bauwerke mit einem festen und einem beweglichen Auflager 
haben somit drei unbekannte Auflagerkräfte und sind mit Hilfe 
der drei Gleiehgewichtsbedingungen bestimmbar. Eine andere 
Form des beweglichen Lagers ist die Pendelstütze (Abb. ö), 
deren Drehung für den abgestützten Träger dieselbe Wirkung hat 
wie ein Rollenlager. 

Die durch ein bewegliches Auflager dem Bauwerk gebotene 
freie . AusdehnungsmögUchkeit behebt das Auftreten von Spann- 
nungen infolge von Ausdehnungen oder Zusammenziehungen des 
Bauwerkes, wie solche durch die unter der Belastung oder den 
Einfluß von Wärmeschwankungen eintretenden Formänderungen 
entstehen. 
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Beim eiDgespannten Trfiger (Abb. 10) geht die Kxaft- 
richtung K nicht mehr durch einen bestimmten Funkt (Schwer- 
punkt des Einspannungsquerschnittes) der Auflagerung hindurch ; 
zwei Unbekannte wären nur so lange vorhanden, als dies tat- 
sächlich der Fall wäre. 

Das Wesen der Einspannung besteht eben darin, daß eine 
Drehung des eingespannten Kör- 
pers wie bei dem festen Auflager- 
gelenk nicht stattfinden kann. 




Man kann sich eine Einspannung auch dadurch bewirkt 
denken, daß im Schwerpunkt des verspannten Querschnittes die 
Horizontal- und Vertikalkomponente der resultierenden Kraft 
und ein Moment M angreifen (Abb. 10). Für den Fall, daß der 
Punkt Q mit P zusammenfällt, wird das Moment M gleich Null, 
d. h. der Träger kommt als eingespannter Träger nioht zur Gel- 
tung. Wir haben also an einer Einspannungsstelle drei 
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Unbekannte. Diese treten wieder klarer in Erscheinung, wenn 
wir uns die Einspannung durch drei Stäbe bewerkstelligt denken 
(Abb. 11). 

Autlagerungsarten im Beton- und Eisenbetonbau. 

Als feste Auf lagergelenke werden, wenn absolute Korrekt- 
heit in der Aufl^erung ein dringendes Bedürfnis ist, namentlich 




bei großen konzentrierten Drücken, Stahlgelenke verwendet, 
die auf einem Stahlbolzen drehbar sind (Abb. 12). In den Druek- 
fl&chen zwischen Stahl und Beton wird der Beton oft mit 60 bis 
100 kg/cm* beansprucht. Billiger sind die Betongelenksteine 
(Abb. 13), welche jedoch für große konzentrierte Drücke (bei 
großen Bogenrippen) nicht geeignet sind. Bei Aufstützung 
von Kahmenbindern usw. werden die festen Auflagergelenke 
meist nur unvollkommen ausgeführt. Die Anordnung der Eisen- 
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einladen muß hier den gelenkigen Charakter, der Auflagerung 
zum Ausdruck bringen (Abb. 14), Bei großen Hallenbauten wird 
man die festen Äuflagergelenke nicht in dieaer unvollkommenen 
Form ausführen, sondern zu Bolzengelenken schreiten. 

Bas bewegliche Äuftagergelenk kann ebenfalls je nach 
Erfordernis der Konstruktion mehr oder weniger korrekt aus- 
geführt werden (Abb. 15); für kleinere Bauwerke genügt in der 
Begel eine besonders helgerichtete Fuge (Abb. 16), 

Beispiele für äußerlich staüseh bestimmte Bauwerke. 

a) Kinteiiige Bauwerke. 
Der einlache Balken (Abb. 1, Seite 2). Bei beliebiger Rich- 
tung der Lastresultierendeh wird eine w^erechte Seitenkraft stets 
vom festen Auflagergelenk aufgenommen, während das bew^hche 
Auflager nur senkrecht zur Gleitebene gerichteten Druck empfängt. 
Bas gleiche gilt für den Balken mit überstehendem Kragarm 
(Abb. 17). 




Es ist noch von Wichtigkeit, hier näher auf die Bestimmung 
des Maximalmomentes bei wandernder Last einzugehen. 

Bas in Fri^e kommende Gesetz ist im Lehrbuch , .Höhere 
Mathematik"^) unter M in den Absätzen 27 und 28 eingehend 
erläutert. Es lautet: 

,,Bas im Angriffspunkt einer wandernden Last je- 
weilig auftretende Biegungsmoment erreicht dann 
seinen Größtwert, wenn diese Last (gehörig zu einer 
beweglichen Gruppe von Lasten mit bestimmten 



') Tetlag voQ Berm. Housser. 
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Abständen) und die Resultierende aller zurzeit auf 
dem Balken befindliohen Lasten symmetriaöJi zur 
Balkenmitte stehen." 

Sind nur Einzellasten innerhalb des beweglichen Lasten- 
Kuges Torhiuiden, so kann man. nach diesem Gesetz atigenblick- 
lioh sowohl das unter jeder Einzellast größtmögliche Bi^migs- 
moment, als auch das unter all diesen Mc^lichkeiten für die 
Berechnung des Trägers maßgebende absolut größte 



I 



p 







a 






^^ 


/ 








' 














1 


Y 



Biegungsmoment (unter einer der der ilesultierenden zu- 
nächst liegenden Einzellasten) bestimmen. 

Da zwei ungleich große Lasten (durch eine Dampfwalze) 
bei Balkenbrücken sehr häufig in Frage kommen, so sei die An- 
wendung des Gesetzes auf diesen sehr einfachen Spezialfall 
noch besonders gezeigt. 

Die Iiasten seien Q und P in bestimmtem Abstand und mit 
bestimmter Lage der Mittelkraft R;Qeei größer als P. Offenbar 
ist das größtmögliche Moment unter Q zu suchen {Abb. 18), und 
es tritt dort ein, wenn Q und R symmetrisch zur Balkenmitte 
stehen (Abb. 19), wenn also nach Abb. 18 
l a . ^ 
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Befindet sich innerhalb eines bew^lichen Laatenzi^es außer 
Einzellasten noch ' gleichmäßige Last, so trifft zwar 
dieselbe Gesetzmäßigkeit zu, doch sind wir hier nicht in 
der Lage, die Resultierende des gerade auf dem Träger befind- 
üchen Laetenzuges nach Größe imd Lage (i nnerhalb des 
Lastenzuges) festzulegen, vfeü wir nicht wissen, wieviel von 
der gleichmäßigen Last sich in dem Augenblick auf dem Träger 
befindet, wo unter der gerade betrachteten Laat das dort größt- 
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mögliche Moment auftritt. Diese Schwierigkeit kommt zu der 
(auch bei nur Einzellasten) bestehenden Ungewißheit hinzu, 
unter welcher Einzellast das absolut größte Moment zu suchen 
' ist. In solchen Fällen sieht man am besten von allgemeinen 
Lösungen mit Buchstaben ab, sondern setzt gleich Zahlen 
ein und verfährt nach folgendem Beispiel: 

E^n Lastenzug nach Abb. 20 fahre über eine Brücke von 
20 m Spannweite. 

Da wir, wie gesagt, von vornherein nicht wissen können, 
unter welcher Last das absolut größte Moment eintreten wird, 
so sind wir darauf angewiesen, einen Versuch zu machen und 
führen denselben für Last 3 durch. 

Nach Abb. 21 ist dann 



A == 2-2t(20-jr + 6) + 2.8t(i 
,'l,6t(U-x)'1 1 



-2) 
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gibt 4 = 27,45 -2,123; + 0,04a:* 
und Jf, -^•i!-2t.4-2t-8 
oder M. - 27,46» - 2,12i' + 0,04i 
dM, 



dx 



' 27,45 - 4,24i + 0,123:* = ') 



oder X* — 35,3 a; = -229 

«1,1 - 2 ± tT7>6'"- 229 
I, - 26,76 
z, — 8,65 m. 
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Bei diesem x befinden sieb — wie wir jetzt feetzuBtellen 
haben — noch alle zuerst einbezogenen Lasten auf dem Träger 
{Abb. 22). 

Wir erhalten: 
M, = 27,45 . 8,55 - 2,12 ■ 8.55* + 0,04 ■ 8,55» - 24 = 80 mt, 
was wirklich ein Maximum ist, da der zweite Differentialquotient 
negativ wird: 

.'^' = -4,24 + 0,24« 2,19'}. 

Die Resultierende aller Lasten hat vom rechten Auflager 
aus den Abstand 



28,72 
) daß Last 3 und A symmetrisch zur Balkenmitte stehen. 



') Höhere Mathematik, K, Abs. 23. 
') Deagl. L. 
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Beim Vergleich der EinzeUasten mit der Streckenlast Bcheint 
uns aber ein noch größeres Moment auftreten zu können, 
wenn wir etwa die in Abb. 23 gegebene Anordnung betrachten. 
Hierfür wäre dieselbe Untersuchung noch einmal 
durchzuführen. 




Berücksichtigt ist noch nicht das Eigengewicht des Balkens. 
Betrat dieses z. B. 2 t/m, so ist dOs Moment in Balkenmitt« 
gl* 2-20» 



Mg^ 



-—P- = 100 mt. 



welches wir einfach addieren können. Die genaue Berechnung 
mit Einbeziehting des Eigengewichtes in die Differentiation bietet 
auch weiter keine Schwierigkeiten; ein merklicher Unterschied 
kommt dabei nicht mehr heraus. 

Der einseitig cingespaDnte Träger (Freiträger Abb. 24). 
Alle äuBeren Kräfte /", P, . . . (mit der Biesultierenden K) er- 
zeugen am Einspanhungspunkt c einen gleich großen tmd gleich 
gerichteten Lagerdruck K. Für den Fall, daß die äußere Resul- 
tierende ihrer Richtung nach auf den Punkt c trifft, entsteht 
keine Beanspruchung des Einspannungsquerschnittes ; derselbe 
wirkt dann wie ein festes Auflagei^elenk, dessen beide Un- 
bekannten nunmehr H und V sind. In der Regel liegen aber 
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diese beiden Resultierenden K nicht in einer Geraden, sondern 
haben einen Abstand x. Es entsteht aho außerdem am Punkt c 
noch ein Moment K -x •= M. Die Wirkung des Momentes kann 
man eich auch etwa -nach Abb. 25 auslegen, wobei es freisteht. 




die Kraft P willkürlich anzunehmen und den zugehörigen Hebel- 
arm a aufzusuchen oder umgekehrt zu verfahren. 

Wir haben also beim eingespannten Träger drei Unbekannte, 
H. V und M. 

b) Mehrteilige Bauwerke. 
Der Dreigelenkbogen (Abb. 26) besitzt zwei feste Auf- 
agei^elenke und ein beweghches Mittelgelenk. Die Richtung 
Tön Kl maß bei der angegebenen Belastung durch den 
linken und mittleren Gelenkpunkt bind urcfi gehen, 
wenn eine Drehung der hnken unbelasteten Scheibe gegen die 
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rechte nicht eintreten soll. Damit ist auch die Richtung von Kf 
gegeben. An jedem Auflager ergeben sich nun zwei Unbekannte, 
Dämlich Qröße und Bichtung des Kämpferdruckes, so daQ 
vier Unbekannte vorhanden sind. 

Ds aber die Richtung von Ki durch die Verbindungagerade 
zwischen Auflager und Mtttelgelenk festgel^t ist, so scheidet 
eine Unbekannte aus, und das System bleibt mit nur drei 
Unbekannten stati^h bestimmt. 




•Der Qerberbalken (Abb. 27) hat ein festes und mehrere 
bew^hohe Auflager. Auf eine Öffnung ohne Gelenke muß stets 
eine mit mindestens einem Gelenk folgen; in der Regel sind es 
zwei. Im ganzen müssen so viel Gelenke vorhanden 
sein, wie überzählige Mittelstützen vorhanden sind. 
Man unterscheidet Krag- und SchlepptrSger, wovon jeder, genau 
genommen, für sich als statisch bestimmter Trfiger ein festes 
und ein bewegliches Auflageigelenk erhalten muß^). 

Kapitel IL 

Die statische Unbestimmtheit, das statisch bestimmte 
Haüptsystem und die statisch nicht bestimmbaren GrÖfien. 

Der Grad der staÜschen VobeBtimmtheit. 

Der in Abb. 28 dargestellte Rahmen, der mit behebigen Kräften 
in seiner Ebene belastet sein soll, besitzt ein eingespanntes Auf- 
lager 7, ein festes Auflagergelenk // und ein bewegliches Auflager- 
gelenk ///*). An jedem Auflager greifen die entsprechenden un- 

') EÜD Mhöaee Beispiel für diese im Eisenbetoabau gelegentUob (bei nn- 
sicherem Baugrund) sehr Eweokmäßige und wirkangsroll aurführbare Banart 
■teilt die Arndtstiafien-Überführung in Königsberg dar (Viadukt von ca. 250 m 
Länge). Deutsche Bauleitung, Mitteilungen Nr. 7 and 8, 1912. — Die Übw- 
windung einer Spannweite von 40 m mit Hilfe Gerbersaher Träger zeigen die 
Entwürfe zu einer Eisenbetonbrücke (Deutsdie Bauzeitung, Mitteilungen Nr. 11, 
IQiö). 

*) Der Fall ist absicbtUch ganz allgent^ün gewählt und hat keine praktische 
Bedeutung. ' 
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bekannten Auflagerreaktdonen an, eo daß sich im ganzen sechs 
davon ei:geben. Da nur drei Gleichgewichtsbedingungen vorhanden 
sind, 80 ist das System also dreifach statisch unbestimmt. 
Der ßahmen neich Abb. 29 ist also nur einfach statisch un- 
besümmt. Wemi die statische Unbestimmtheit nur durch die 




Auflagerreaktionen verursacht ist, wie in diesem Falle, so spricht 
man von einer äaBerli«hen statlBchen Unb«atimmtheU; denn 
sind die Auflagerreaktionen bekannt, wobei wir unt«r Re- 
aktionen nicht nur einfache Kräfte, sortdem auch Momente zu ver- 
stehen haben, so ist für jeden beliebigen Querschnitt K 
des Stabzugee Längskraft, Querkraft und Biegungs- 
moment ohne weiteres bestimmbar. Diese drei Kraftwirkungen 
treten nämhch in jedem biegungsfesten Stabz^g auf im Gegen- 



Dait.zedbvGoOglc 



16 

satz zu einem Faohwerk, de«sen Stäbe nur reine Nonnol 
Spannungen erhalten, sofern sie nicht auch noch direkter' Biegung 
angesetzt sind. 

Zum Beweise brauchen wir nur an einen beliebigen einfachen 
Trager zu denken (Abb. 30); wir erkennen sofort, daß in jedem 
Querschnitt K der gleiche Fall vorliegt wie in Kapitel I, Auf- 
lagerungsarten, eingespannte Träger, 

Anstatt der lotrechten und wagerechten Komponente der in 
dem eingespannten Querschnitt wirkenden Besultierenden suchen 

wjr zweckmäßigerweise dort die Tan- 

gentiaJe und Normale zum Querschnitt, _y^ ^ 

Bo daß die drei Unbekannten an be- 
liebigerStelle eines biegungsfesten St*b- 




zuges Längskraft, Querkraft und Biegungsmoment sind. Sind 
an einer behebigen Stelle der Stabachse diese drei inneren Kraft- 
wirkungeu bekannt, so ist damit auch der ganze Stabzug etatisch 
völlig bestimmbar. 

Die innerliche statische Unbestimmtheit zeigt Abb. 31. Der 
Träger ist zunächst seiner Auflagerung nach äußerhch statisch be- 
stimmt, und zwar sowohl mit als auch ohne die verspannenden Stäbe, 
weil der Bogen an und für sich als steifer Stabzug durchlaufen soll. 

I>as System stellt also äußerlich genau so einen einfachen 
Balken dar wie einer der Träger in Abb. 32; nur hebt die gelenkig 
angeschlossene Verspaonung die einfache Bestimmbarkeit im 
Innern auf. Danach ist der Träger weder als einfacher biegungs- 
fester Stab noch als Fachwerk anzusehen, sondern als ein Mittel- 
ding zwischen beiden. Offenbar genügt hier schon die Kennt- 
nis der Spannkraft eines der unteren Stäbe, um alle übrigen 
und damit auch das ganze System völlig statisch bestimmt zu 
machen. 
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Die in den Stäben wirkenden Kraft« sind dann nämlich 
einfach als neu hinzukommende &u&ere Belastung an 
dem — dann auch innerlich statisch bestimmten — BaJken an- 
zusehen. Das System ist also innerlich einfach Btatisch 
unbestimmt. 




Derselbe Fall hegt vor, wenn die Zugstange ohne Spren- 
•gung ausgeführt wird, wobei die Hängest&be keinen Systemzug 
erhalten, aber trotzdem meist zur Vermeidung allzu großer Durch- 
biegung der Zugstange beibehalten werden. 

Abb. 33 zeigt einen vollständig geschlossenen Rahmen, der 
SuBerhch statisch bestimmt ist, innerhch aber unbestimmt. Der 
Rahmen ist seiner Natur nach ein biegungsfester Stabzug und 
Seblater, BlMDbeUDUn II. 2 
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unterscheidet sicli von den vorhergehenden nur dadurch, daß er 
geechloBsen ist, waa an und für sich jedoch gleichgültig ist. 

Der Rahmen ist also innerlich dreifach statisch 
unbestimmt. 

Führen wir nach Art der Abb. 31 ein Portal aiia, jedoch 
mit steifen Anschlüssen der Zugstange (Abb. 34), so erkennen 
wir sofort die Übereinstimmung dieses Falles mit Abb. 33. Bilden 
wir in demselben Gerüstpfeiler außerdem noch beide Lager als 
feste Gelenke aus, wie dies Abb. 35 zeigt, so kommt zn der inner- 
lichen dreifachen statischen Unbestimmtheit noch eine äußerhche 
einfache hinzu, wodurch das ganze System vierfach statisch un- 
bestinmit wird. 

Wahl des statiBch bestimmten HauptsystemB nnd der statisch 
nicht bestimmbaren Größen. 
Die Wahl des statisch bestimmten Eauptsystems erfolgt so, 
daß die überzähligen Anflagei^ößen entfernt werden. 




Für den Rahmen Abb. 28 könnten wir das statisch bestimmte 
Haupteystem z. B. einfach dadurch herstellen, daß wir die Auf- 
lager,// und /// gänzUch entfernten. Wir erhielten dann einen 
beim Auflager / fest eingespannten einfachen Kragträger und 
als unbestimmte Größen die Kräfte X,, Z, und X/). Die Be- 

^) An diesem Beispid soll nur das Grundsätzliche erlÄntert weid^k, 
weswegen es auch ganz allgemein gebalten ist; ob es zweckmäßig ist, in dem vor. 
liegenden Falle in der angedeutetflo Weise Tonugehen, sei vorläufig dohbigest^t. 
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rechnung der wahren inneren Sptumungen und wirklichen Auf- 
lagerreaktionen eines statisch unlKstimmten Systems fußt nun 
auf der Betrachtung folgender gleichzeitig bestehender Belastungs- 
zustände : 

1. Des statisch bestimmten Eauptsyetems, belastet durch die 
äußeren Kräfte P^, P,, P,, P« (Abb. 36). 

2. Des statisch bestinunten Hauptsystems, belastet lediglich 
mit den übetz&hligen Größen X^, X^ und X, (Abb. 37). 

Die Wahl des statisch bestimmten Hauptsystems 
ist beliebig. 
Als solche kennen wir hauptsäcUich den einfachen Kragträger 
und den. einfachen Balken (mit einem festen und einem beweg- 
lichen Aufläget;). Mn System mit zwei oder drei bew^lichen 




Auflagern können wir also nicht als statisch bestimmtes Haupt- 
system ansehen. Bei der Auswahl der zu entfernenden Größen wird 
man stets so vorgehen, daß sich bei dem entstehenden Hauptsystem 
die Rechnung möglichst einfach gestaltet. Es brauchen auch 
licht immer ganze Auflager entfernt zu werden. So können wir 
z, B. den Rahmen Abb. 29 dadurch statisch bestimmt machen, 
daß wir aus wnem der beiden festen Gelenke ein Rollenlager 
machen, so daß ein einfacher Balken entsteht. Im System nach 
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Abb. Sl^wäie die innerliche Btstische Unbestimmtheit auszuschalten 
nach Abb. 38 und die Belastung mit X n^h Abb. 39 totzu- 
nehmea. Den Rahmen Abb. 33 führen wir durch einen Schnitt 
im unteren Riegel in das Hauptsystem Abb. 40 über; Abb.' 41 
zeigt dieses mit den überzähligen Großen belastet. 

Kapitel III. 

Allgemeines über elastische Fonnänderungen. 

Ein Bauwerk verändert unter äußeren Lasten seine Form so 
lange, bis ein neuer Gleichgewichtszustand, also Ruhe ein- 
getreten ist. Der ursprünghche Gleichgewichtszustand und die 




.Abmessungen des Bauwerkes können also nur dann als tmver- 
ändert angesehen werden, wenn die Größe der Formänderungen 
gegenüber den Bäuwerksabmessungen verschwindend klein ist. 
Würde z. B. durch die eintretende Belastung die Verschiebung 
so groß werden wie in Abb. 42 dargestellt, so hätten die Laoten 
ihre Lage geändert, und die Berechnung der Auflagerkräfte and 
des Gleichgewichtszustandes mit Hilfe der ersten Maße wäre hin- 
fällig geworden. Bei normaler Belastung sind aber in Wirklich- 
keit die entstehenden Veränderungen so unbedeutend, daß die 
für das starr angenommene Bauwerk aufgestellten Gleichgewichts- 
berechnungen vor wie nach als richtig beibehalten werden können. 
Diese Voraussetzung wird bei allen statischen Be- 
rechnungen gemacht. Trotzdem ist es erforderlich, die Größe 
der elastischen Formänderungen zu kennen, und zwar aus fol- 
genden Gründen: 

1. Durchbiegungen (insbesondere weit gespannter Bauteile) 
haben in gewissen Grenzen zu bleiben. 

2. Die Formänderungen eines Bauteils können — abgeseher 
von der mit ihnen verbundenen unbedeutenden Beeinflussung der 
rechnungsmäßigen Spannungen — zur Mitbeanspruchung 
eines anderen mit dem ersten verbundenen Bauteils 
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führen und die'sem somit eine Belastung zuführen, die 
er nach der Last Verteilung unmittelbar nicht er- 
halten hätte (vgl. den Einfluß der einzelnen Balken einer 
Plattenbalkenbrücke aufeinander durch die Querträgerkonstruktion 
oder Versteifungen). 

2. Schließlich bietet uns die Kenntnis und Beachtung der 
elastischen Formänderung das einzige Hilfsmittel zur 
Untersuchung von Bauwerken, die sich nicht mehr mit 
Hilfe der drei Gleiohgewichtsbedingungen berechnen 
lassen. 

Wir wollen nun die Elastizitätslehre, soweit sie für unser 
Gebiet erforderlich ist, von Grund auf mit ihren einzelnen An- 
wendungen auf die Berechnung von Durchbiegungen und Auf- 
lagergrößen, in elementarer und allgemeiner Behfuidlung, be- 
trachten, bis wir scbheßhch zur Ableitung der Gnmdgesetze 
für die Berechnung statisch unbestimmter Systeme vorschreiten 
können. Man imterscheidet eine rechnerische und eine zeich- 
nerische Behandlung dieses Stoffes, bei der sich in beiden Fällen 
praktische LÖsungswege ergeben. Wir betrachten in diesem Buch 
die grundlegenden analytischen Verfahren. 
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Elastizitätslehre. 

Kapitel IV. 

FoTmändenmgsberechnungen auf Grund elementarer 
Ableitnngea. 

a) Die rechnerische Bestimmang 

der drei Arten der elastischen FormSnderang mit Hilfe 

des Hookesehen Gesetzes. 

Einleitang. 

Wir unterscheiden drei Arten der Formänderung: 

1. Durch Läi^Bkräfte (kommt nur bei großen Abmessungen 
in Betracht). 

2. Durch Querkrfifte (in den meistenFäUen zuTemaohlässigen). 

3. Durch Biegungsmomente (meist sehr erheblich gegenüber 2). 
Obgleich für die Fonn&ndenmgen der Einfluß der Qaerkräfte 

fdlgemein Temachläsedgt werden darf und zwar immer in den 
Fällen, wo die Quersohnittsabmessnngen gegenüber den Bauwerks- 
abmessungen sehr klein sind, so muß man sich doch stets bewußt 
bleiben, daß die Querkräfte tatsächlich vorhanden sind 
und von Fall zu Fall überl^en, ob die durch sie bewirkte Form- 
änderung einen nennenswerten Betrag erreicht. Die Ermittlung 
der Formändenmgen erfolgt hier auf Grund des Hookesehen Ge- 
setzes, wonach die Dehnungen sich verhalten wie die Spannungen. 

1. Formänderung durch LängskrSlt«. 

Ein eingespannter prismatischer Stab (Abb. 43) sei in seiner 
Längsrichtung durch die Kraft P beansprucht. Infolge des Gleich- 
gewichts zwischen den äußeren und inneren Kräften muß 
p 
P = o-F oder t = -s 



k 
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sein. Gleichzeitig und in gleichem Verhältnis mit der Spannung 
erfährt der Stob infolge seiner Elaatizität eine Verlängerung J { . 
Da nun diese naturgemäß sowohl von der Stobläi^e als auch 
von der Spannung abhängig ist, so folgt sie der Gleichung 

Jl = Cfl-o oder -j- •= cfo . 

Hierin bedeutet « diejenige Verlängerung (Verkürzung), welche 
1 cbcm, durch 1 kg beansprucht, erfährt; « wird allgemein als 



r' 



DehnungBzahl bezeiolmet. Das Verhältnis e zwischen der Ver- 
längerung A l und der ursprünglichen Länge { heißt Dehnung. 
Also ist 

= 41 = 

d. h. Dehnung = Dehnungszahl x Spannung. Allgemein 
wird nun an Stelle der Dehnungszabl ix ihr reziproker Wert 

-^E (Ekütizitätsmodal) genannt, so daß die Dehnong^- 

gleichung lautet: 

^'^ l " E ="*•"■ 

Für «=■-!- =j^ wird dann a = E , 

A. h. ein Stob von 1 cm Länge wUrde durch eine Belastung von 
Ekg um seine eigene Länge von 1 cm verlängert werden müssen. 
Die Spannung von der Größe a =E kann datier bei den für uns 
in Betracht kommenden Materialien nicht zur Wirklichkeit werden, 
hat also nur theoretischen Vergleichswert; in die Rech- 
nung eingeführt, gilt E nur in Zusammenhang mit Spann- 
nungen unterhalb der Proportionalitätsgrenze. 

Da mit größer werdendem tx die Dehnbarkeit eines Materials 
zunimmt, so wäre die Kenntnis dieser Zahl zur Beurteilung 
der Elastizität desselben am zweckmäßigsten. Wird anstott a 
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der reziproke Wert E angegeben, bo beachte man stete, di 
isit steigendem E die Elastizität abnimmt. 

Betrachten wir weiter die Grundgleichung der Dehnung: 



Für Holz und Eisen stellt diese Gleiohung eine gerade Linie dar 
(Abb. 44). Für Stein und Beton ist der Elastizitätsmodul je 
nach dem Grade der Spannung verschieden; infolgedessen lantet 
das Gesetz der Dehnung hier 

e = a - o" (Potenzgesetz), 
wobei m von der Art des Materials abhängig und für Beton nach 
Versuchen von C. v. Bach gleich 1,1 bis 1,2 zu setzen ist. 





Beim Beton verhalten, sich also die Dehnungen nicht wie die 
Spannungen*). Abb. 45 stellt diese Gleichung bildhch dar, die 
Spannungen als Ordinalen und die Dehnungen als ÄbszisBen 
aufgetragen. 

2. FonnäDdenmg durch QuerkrStte. 

Zu unterscheiden ist direkte Abscherung (Abb. 46), wo- 
bei die durchschnittliche Schubspannung ^ = ä^ ist, und Ab- 

soherung in Zusammenhang mit Biegung, welches die 
Regel ist (Abb. 47). Außer der Formänderung daxch die zwischen 
zwei um ein Maß i. voneinander entfernt liegenden, sonst aber 
parallelen Querschnitten herrschende Biegung, deren Ursachen in 
den Normalspannungen liegt, tritt nämlich zwischen diesen noch 
eine Farallelverschiebung infolge der Querkrätte ein. Diese Form- 
änderung wird gemessen durch den Verschiebungswinkel y, um 
den sich zwei benachbarte Querschnitte Fj_ und F^ parallel gegen- 
eiminder verschieben. Nach dem Hookeßchen Gesetz ver- 

>) Für die Bereofauvng darf Verhättniegldohlieit Ewieohm SpuiDung nnd 
Behnnsg angenommen werden. 
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halten sich die Verschiebungswinkel y wie die Schub- 
spannungen X dividiert durch die Gleitzahl Q, also » 



Q richtet sich nach dem Material. Die Belastung O kg würde 
die um 1 cm entfernten Nachbarquerschnitte eines Stabes, von 
1 om* Querschnittsfläcbe um das Maß von 1 cm gegeneinander 
verschieben (Abb. 47). Insofern hat 
die Gleitzahl eine gewisse Ähn- 
lichkeit mit dem Elastizitäts- 
modul. 

r^ 
\4^, 




3. Formindemng durch Biegung. 

Die neutrale Faser wird weder verläi^ert noch verkürzt, 
sondern nur gebogen und heißt elastische Linie. Wir be- 
trachten den Teil B.8 ^(Abb. 48) irgendeines gebogenen Stabes 
und denken uns das sehr kleine Bogenstück Ax mit dem Zentri- 
winkel Aa herausgeschnitten (Abb. 40); der Krümmungsradius 



□ igilizedbyGoO'glc 



27 

an dieser Stelle sei g . Wir köniien sodann die Fläche OEF als 
Kreissektor auffassen. Jx ist ein Differential der elastischen 
Linie und kann als solches als Bogenstück mit dem konstanten 
Badias g angesehen werden. Damit ist aber nicht gesa^, daß 




dieser Badius q für alle Punkt« der elastischen I4nie Geltung 
haben soll, auch nicht zwischen B und 8; im G^enteü hat 
jedes Differential Ax seinen eigenen Badius g, so dafi 
die ha^e des Mittelpunktes sich fortwährend ändert. Wäre 
das nicht der Fall, dann bestände kein Unterschied zwischen 
elastischer Linie und Kreisbogen. 

AiyFD ähnlich AOEF (weü sehr klein), 
also 

i)'Z):J5# = Ji:i = e = Dehnung von Ax . 
Nun ist 



(vgl. Formänderung durch Längskräfte), also 

EF ~ E ' 
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Femer ist 

[yP — e und 
obiger Wert eingesetzt, gibt 



"BT- 




. . e M-e .IM 



Setzt man femer in die Gleichung - — = — = den Wert 



Für die ganze Strecke R8, die wir betrachtet haben, iit dann 

yM-äx 

Ol i= =*-= — i — . 
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Zu dieaer Formel können wir i 
finden ; 



29 
noch folgende Deutting 



^M •dx = F . 



F stellt die Momentenfläohe des Trägere für den' TeoI BS 
dar (Abb. 60), also 

J 




Betrachten wir nicht nur das Stück RS, sondern den ganzen 
Balken AB, so bedeutet also (X den Winkel, um den sich 
die Endquerschnitte des Balkens, die vor der Durch- 
biegung parallel standen, gegeneinander geneigt haben 
(Abb. 51). 

b) Entwieklung der Formel 

für die Durchbiegung aus der elementaren Ableitung 

für den Krämmungsradius^). 

Wir betrachten zunächst wieder das Stück RS und ziehen 
durch 8 eine Lotrechte (Abb. 60). Von dieser Lotrechten ab 
gemessen liege um das veränderliche Maß x entfernt ein zu x 
gehöriges Differential Jx. Dann ist das Stückchen,. welches die 
Tangenten in F und E, d. i. in den Endpunkten des Differentials 
der dastischen Linie auf der Lotrechten abschneiden, Jf = x-Act. 

Da noD 

M-Ax 

■o ist 

■M-Ax 



äf. 



E-J 



') Bearbeitet nach Keok-Hotopp, „EUstizitätslehre", eratet Teil 
wiii^eohe Terlagebaclihandluiig, Hannover. 
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Der im ^^-Zeichen stehende Wert stellt die Siumne der 
statiaoben Momente aller Fläcbenstreifen M ■ dx in bezug auf 
die Lotrechte durch den Punkt 8 dar und iBt danach gleich der 
ganzen Fläche mal dem wa^erechten Abstand ihres Schwerpunktes 
von der Lotrechten durch 3, also =• F • S; somit 

Mit Hilfe der Strecke / sind wir imstande, an jeder Stelle 
eines einfachen oder durchgehenden Trägere mit konstantem 
Trägheitsmoment für jeden Belastungsfall die Ordinaten der 
Bi^ungslinie und die Verdrehung der Querschnitte aus der ur- 
sprünglichen Lage festzustellen, soweit nur die Bi^;ungseinflässe 
in Frage kommen. Wir behfmdeln im nachfolgenden imter Nr. 1 
die Anwendung der Gleichung für / zur Bestimmung der Durch- 
biegungen am Ende von KragtrSgem und in der Mitte 
Ton Trägem auf zwei Stützen, imter Nr. 2 im Zusammen- 
halt damit die Bestdmmimg von Auflagerdrücken, unter Nr. 3 
die Anwendung derselben Gleichung zur Bestimmung der Durch- 
biegung in beliebigen Schnitten eines einfachen oder durch- 
gehenden Trägers und unter Nr. 4 die Herleitui^ der Glapey- 
TOQBcheu Gleichung mit Hilfe der Beziehungen für « und /. 

1. BeBÜnuDons von DorchbiegangeQ lör einige eiulaebe FfiUe. 

Freiträger mit einer Einzellast am Ende (Abb. 52). 

"'~ E-J~ E-J ~ 2E-J 

FjJ P-^ 2 _; 
'~E'J~ 2 'ZE-J 



oder 

" 3 • iTV • 
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Freitrftger mit einer gleichmäßig verteilten Last (Abb. 53). 
__ q^' l j^^ 




I- 



i-E-J ■ 



Freiträ^er belastet mit einem Moment (Abb. 54) 



l-t^-S- 



E-J 2 
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oder 



/- 



M-f 



2B-J' 

Trtiger auf zwei Stützen mit gleictimäßig verteilter Laat 
(Abb. 66). 

2 q^ 1 _6^ 1. 

■3' 8 'i'ie Wj 



I- 






^J^ 



iiiiiiiMirfiiiinTM 







oder 



/- 



6 }■!' 



384 M-J' 

Träger auf zwei Stützea mit zwei symmetrisch liegenden Einzellaeteo 
(Abb. 66). 

' EJ E.J\ 2'i 2 '3^ 

oder 
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Das letzte £rgebnis dient zur Vera%ememening, wenn man 
sich die Durchbiegung in der Mitte aus zwei Teilen bestehend 
denkt, deren jeder durch eine der Lasten bewirkt ist. Es wäre 
also / = 2 • /'. 

Allgemeiner Fall, wenn die Lasten beUebigen Abstand haben 
(Abb.' 57). 

p _p 




\i 







Abb 


M. 


J 




R 


;i 




R 










H ■ 




' / 1 










■l 



f. ■». 



3!'-4a?) + ... 



oder 



/- 



■ iS-E-J 
Für eine Einzellast in der Mitte ist 
PI' 



-^•2i'-<'(3i"-4»'). 



f- 



i»-E-J' 
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3.Be8tiiDmaBgTODAnnagerdräcken(BtatiBehuDb^titiiint«nOrößeD). 

Träger an einem Ende eingespaant und am aoderen 
Ende frei aufliegend (Abb. 58). 



=^. 



f llüilllllH 






1 



^ iiiiniyiiii iiinnnTTTFTT 








-t' - 

1 


-1' - 






Abb. GS. 


w 



Man entfernt die statisch ^überzählige Große X lud erhält als 
statisch bestinuateB Hauptsystem einen einfachen Kragtre^er, den 
mau 1. mit der äußeren Last imd 2. mit der überzähligen Qiöße 
allein zu belasten hat. Man stellt für jeden Fall die Durchbiegung 



□ igilizedbyGoOglc 



35 

teat nnd braucht dann nur noch diese beiden Durchbiegungen 
gleichzusetzen, da eine Senkung bei X ausgesclilossen sein soll. 
Es ist; 

S-E-J 



/?- 



und 
also 



X-l' 
' 3-E-J' 



q-l' _ X^-l' 
S-E-J 3-E'-J' 



! + Z- 


«• 


l 




B- 


■?■ 


l- 


X, 


B- 


■«■ 


}- 


■h-' 


B- 


6 
"8 


-q- 


l. 


3 

■»-8« 


-l- 


1 + 


.'■' 



daraus 



_,_•!' 



Das positive JVfmu ^rd einfach Tom Endauflager aus be- 
stimmt. Die Querkraft ist bei ^2 = 0, also 

« 3 , 3 J 9 ,, 

•"""-«•«•'■»•I-iTs-«-' ■ 

Die Lage des WendepunkteB der elastischen Unie, gleich- 
bedeutend mit dem Nullpunkt des Momentes, muß sich aus der 
Gleichung für einen beliebigen Abstand x ergeben 



Jf , -= - - 5 ■ I . a: - 2 . — = , 



daraus 
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Träger sul drei Stützen (Abb. 5Ö). 

Zunächst denken wir uns die Mitteletütze entfernt und be- 
rechnen die Durchbiegung des so erhaltenen einfachen Trägers, 
wobei wir den Fall eines einseitig eingespannten Trägers zu- 
grunde legen können. 

Wir erhalten infolge der Reaktion Q nach oben 

'" 3-SJ 
und nach unten infolge der gleichmäßigen Last q 
gl' _«!■ 

'• a-E-J a-E-J ' 

Die Durchbiegung / wäre demnach 

, Ql' Q-l' 6 Q-l' 

' 3-E-J a-Ej" ii' E-'J' 
Da eine Mittelstütze vorhanden ist, so muß jetzt diese Durch- 
biegung / von der Mittelstütze G aufgehoben werden. Wir er- 



'' 2 3.£- 
Es muß nun / = /^ sein, also 

5 Qj_^^ 
2i'E-J 
daraus 



C^~Q und A=B = '^Q. 

Dasselbe Ergebnis hätten wir auch erzielen können mit Ge- 
brauch der Formel für den Träger auf zwei Stützen bei gleich- 
mäßiger Belastung bzw. einer Einzellast in der Mitte. 
Die maximalen Feldmomente betragen 

Anmerkung. Zieht man von dem Moment in - 1 des Trägers 

unter Voraussetzung drehbarer Auflagerung an beiden Enden den 

zugehörigen Einfluß des n^ativen Momentes, also ~- • ^ ab, 

80 ergibt das iJen für M^ai berechneten Wert; die Momenten- 
linie in Abb. 58 und 59 ist also eine verschobene Parabel. 



□ igilizedby Google 






t Ü|ill ll lilll H III|]]I^IIIIIIIIIII IH h ll| 



iiiniliijj liiiiiif 




DqitiZBdbvGoOt^lC 



3. BestiminuBg von Durchbiegungen in beliebigen Schnitten ein- 
lacher oder durchlaulender Träger. 

Die Durchbiegung / im beliebigen Punkte m des Trägers 
ergibt sich aus der Differenz ßi — f (Abb. 60). di ist durch Ä^ 
bekannt, und dieses findet man ohne weiteres für a; = / und 
mit der zugehörigen gesamten Mpmentenfläohe ; f läßt sich genau 
so für X = b und mit dem zur Länge h gehörigen Teilstück der 
Momentenfläche ermitteln. Dabei sind die Lotrechten durch A 
und m die Geraden, auf die sich die statischen Momente F ■ ^ 
zu beziehen haben. Die Art derVerbie- 
gung des Trägers ist dabei gleichgültig. 
Gehört das Trägerf eld einem durch- 
laufenden Träger an, so ist außer, der 
positiven Momentenfläche auch die ne- 
gative, durch die Zusammenbangsmo- 
mente über den Stützen bedingte Mo- 
mentenfläche bei der Bestimmung des 
Wertes von F und F • i zn beachten, sonst aber genau so zu 
verfahren. Unter Nr. 4 wird die Herleitung der Clapeyron- 
schen Gleichung mit Hil fe derselben einfachen Beziehungen, auf 
die sich unsere bisherigen Vorführungen stützten, gezeigt. 

4. Träger auf melireren Stützen. 
(Ableitung der Clapeyronschen Gleichung naeh der Biegungslehre.)!) 
Es liege ein beliebig belasteter durchlaufender Trfiger vor, 
dessen Stützpunkte unter der eintretenden Belastung gewisse 




T 



vertikale Verschiebungen c erlitten haben m^en. Gesucht seien 

die statisch unbestimmten Größen, die Zusammenhangamomente 

über den Stützpunkten. ' pj ;i ->■ f*^ ? ifil ; 

Wir betrachten ein beliebiges Feld a*(Abb. 61),''8chneiden es, 



') Vgl. Keck-Hotopp I, & 144, 
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um es statisch bestimmt zu machen, aus dem Zusammenhang 

heraus und erhalten: 

1. das statisch bestimmte Hauptsystem, den einfachen Balken, 
mit beliebiger Belastung und zugehörigen Momenten M^x < 
zugehörigen Aiiflagerreaktionen Cq und Querkräfteo Qa 
{Abb. 62); 



. das statisch bestimmte Haupteystem, belastet mit den ' 
statisch unbcjßtimmten Größen, das sind die Zusammen- 
hangsmomente Jf, und Jtf, (Abb. 63). 



■f^rr^ 



Für den Fall, daß Jf, und M, gleich sind, entstehen 
hierbei keine lotrechten Reaktionen 0{ und CJ . Wird 
dagegen M^ > Jlf , , ao verbleibt ein nach rechts drehender 
Rest Mt — Ml , der an der Wirkungsstelle der lotrechten 
Reaktionen C das nach links drehende Gegenmoment 
C{ • i, B- Ci ■ I, erzeugt, so daß 



Gi » C' - 



■3f,-Jfi 

^1 



(I) 



An beliebiger Stelle x ist im selben Falle das Moment 

. Mi C; • I - Jlf, ; 

C{ aus voriger Gleichung eingesetzt; 



M;--Jf,(l - 



Jlf,- 



- + Jlf, 



- Jf,' 
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Das Gesamt moment ist aleo: 

M, = if.. + Jtf; = Jf« - J*. . ^=-^ - -*'*'r - (') 

Abb. 64 eiUirt die unter (3) aog^ebeoe Gldchnng zeich- 
Derisch. 

Zur weiterrai BebaDdlang nneerer Angabe b^atzen wir 
F 



jetzt die Gleichang et = 



EJ 



(S. 29 ond Abb. 51), indem wir 



onter a in diesem Falle den Winkel a, — tx, der Abb. 65 ver- 
steben und anter F die Momenteofl&che, die dem ganzen Be- 
Ustongsfall eotepricht und äcb also ans der positivai, aber aonst 
ganz beliebigen HomentenfUcbe des einfaeben Trigers f j and 
der oegatiTen, dnrch die beidrai Znaammenhangsmomente be- 
dingten Hom^iteniUcfae zusammensetzt (Abb. 64). 



/f^' 


Uli 


IV 




f'' 


■%. 


"iE 


NJ|| 


t-'-'"' 
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■ — • — 




- l,-' — 






— *. 








Wir erhalten also an Hand der Abb. 64 und 65 
Jf.-ii 3/, • i, 



£•,;(«, -«,)-f, 



E-J 

Jf, • !, .If , ■ i, 
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Bringen wir nun für die in Abb. 65 gekennzeichnete, zu dem 
Winkel »i — <x, gehörige Strecke / die Gleichung 

' E-J 
zur Anwendung und verstehen wir darin unter F wieder die 
algebraische Summe der für die vorli^ende Öffnung in Betracht 
kommenden Monlentenflächen, eo hätten wir an Hand von Abb. 64 

Wenn andererseits (Abb. 65) ' , . 

und ^ 

c, — c, =l^tgßi-^ '^^/'i . 
also 

ist, ao erbalten wir aus unserer Gleichung für /: 

und weiter bei Division mit l^ 

Für das nächstfolgende Feld ergibt sich entsprechend (ft und ^r 
sinngemäß auch auf dieses Feld angewendet) 

Weiter Gleichung (6) von Gleichung (5) abgezogen gibt : 

Setzen wir für die linke Seite von Gleichung (6a) die rechte 
Seite von Gleichung (4) ein, so ergibt sich 

f,_..-...._ ^ .i:-Jiß,-ß,) + ^^ j- 
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Bringen wir weiter alle M nach links und multiplizieren wir die 
ganze Gleichung mit —6, so erhalten wir 



M,-l^+2M,(li + i;i + M^-lt 




Für i, ~ f, = I, (Abb. 66) und für die Winkel ß ihre Tangenten 
eingesetzt, also 

/>. - A - tgß. - Vi - -'-j^°-' - °'f°' (Abb. 67) 

erhalten wir die Clapeyronsohe Gleichung: 

I. Jlf, • J, + S M,(l, + h) + Jtti • fi 

= «4lli + i4± +6E. j[^ff5 - !)^1 . 
(i fa L /g (i J . 

Diese Gleichung ist bekanntlich so oft aufzustellen, als un- 
bekannte Stützenmomente Torhanden sind, so daJ3 die Anzahl 
der Gleichungen der Anzahl der Unbekaimten entspricht und 
diese ermittelt werden können. 
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Fi-$i und Fi ■ fr stellen hierin die Btatisohen Mo- 
mente der primären Momentenflächen, bezogen auf 
die linke Auflagerlotrechte deB linken Feldes bzw. die 
rechte Auflagerlotrechte des rechten Feldes dar und 
werden entsprechend auch mit L und R bezeichnet. 

Statische Voraussetzungen für die Gültigkeit der 
Clapeyronschen Gleichung sind insbesondere: 

1. Ein Lager fest, alle anderen wagerecht bewegUch. 

2. Unnachgiebigkeit der Auflager nach oben, so daß kein 
Abheben des Balkens eintreten kann; eine Nachgiebig- 




keit der Träger nach unten wäre ent-sprechend zu berück- 
sichtigen. 

3. Konstantes Trägheitsmoment. 

Wie weit gegen diese Voraussetzungen bei der Ausfühnmg 
durchlaufender Träger im Eisenbetonbau verstoßen wird und 
welchen Näherung^rad daher die Clapeyronsche Gleichung 
für die Praxis gemeinhin besitzt, ist in Band I näher auseinander- 
gesetzt. 

Deutung des Gliedes der rechten Seite bei Belastung durch 
Einzellasten (Abb. 68) : 

6F,.f, er kl, a, oJ P.- 

Ebenso erhalten wir für das zweite Glied der rechten Seite: 
eF,-$, _ P,- 
l, L 



-■[«-»?]. 



'K-<^]. 
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Die Clapeyronsche Gleichung für mehrere Einzel- ' ,"' 
lasten lautet somit: ^ *v" 

II. Jtf, . (, + 2 Jtfi(I, + M + jr, ■ (, =^:^^(I| _ «!) 



+2 



P.o, 



((|-a!) + 6E-j: 



Ca — Cl^ 

Zu beachten bleibt bei Einsetzung der Längen, daß sich die 
Maße a, auf das zu M^ gehörige Auflager, die Maße a, auf das 
zu 3f, gehörige Auflager beziehen, so daß der Abstand der Lasten 
von dem jeweiligen Mittelauflager nicht in Frage kommt. 





,».. 




1 
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1 








/ 




t 



Bei gleichmäßiger Belastung mit q^ wird (Abb. 69) 
eF^-l, 6iVf,_6/2, ,,.!? i,\ 1 .. 
~i; n 'i« ' 8 ■2i~i«'''" 

SO daß die Clapeyronsche Gleichung für gleichmäßige 

Belastung lautet: 

III. 3fth + i Mt(li + h) + Mih 

Die rechten Seiten der Clapeyronschen Gleichung 
stellen Minuswerte dar, weil die Zasammenhangsmo- 
mente bei belasteten Offnungen negativer Natur sind. 

Bei unnachgiebigen Stützen wird das letzte Glied 
(das sogenannte Korrektionsglied) gleich Null. 
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'Für einen Tr&ger auf drei Stützen, dessen Mittelauflager die 
Senkung c, erfährt, während die Endauflager fest bleiben (Abb. 70), 
ergibt sich das entsprechende Zusammenhangsmoment infolge 
dieser Senkung aus der Gleichung: ^ ■ 

Die Äuflagerdrücke jedes Feldes sind nach den An- 
gaben zu 1 und 2 Seite 39 zu bestimmen; «ie sihd also am ein- ^ 



J 



(Abb. 83) 



C,' = " 



fachen Balken zu bestimmen, der einmal wie gewöhnlich durch 
lotrechte Lasten, sodann durch die Differenz der Stützenmomente , 
in Anspruch genommen ist; ist hierbei M^ größer als Mi, so 
tritt für Auflager 2 eine Druckerhöhung von 

und für Aufl^er 1 eine Druckverminderung von 
Mt~ M^ 
h 

^ein;i6t Jf, = M^, so entsprechen die Reaktionen des betreffenden Fel- 
des genau denen eines gewöhnlichen Trägers. Die Glesamtdrücke 
auf irgendeinen Stützpunkt des durchlaufenden Trägers ei^eben 
sieh einfach aus den Teüdrücken der beiden anschließenden Felder. 

c) Die DillerentialgleichuDg der elastiBehen Linie.') 

Diese gibt im allgemeinen dieselben Besultate. Was wir mit 
Hilfe der elementaren Ableitung für den Krümmungsradius aber 
noch nicht feststellen konnten, das war eine allgemeine Glei- 
chung für die elastische Linie {Biegelinie) bei den ver- 
schiedenen Belastungsfällen. Dil das Moment sich ständig ändert, 
so besagt die Gleichung für den Krümmungsradius 

E-J 
^- M - 

>) Bearbeitet nach Keck-Hotopp, „Elaatizitätalehre", erster Teil. 
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daß auch, der Radius g veränderlich ist xmd gewissermaßen jedes 
kleine Element der Biegelinie seinen eigenen Radius 
hat. 

Abb. 71 zeigt einen beliebig gestütsten und beliebig be- 
lasteten Balken. Um die Ableitung zu vereinfachen, ist die Ein 
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Spannung wagerecht angenommen- und beziehen wir die Ordi- 
naten aof ein Achsenkreuz, welches entsprechend einfach gewählt 
ist. Es ist Dun das kleine Element des Bc^enatückes 
AB -= ß-dip 



AS 
d<p 



dx 

d(tgqj) 



dx 



dx 



Die rechte Seite bedeutet den zweiten Differentialquotienten 
von y nach x, also 

p dx' ' 
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Früher erhielten wir daa Resultat 
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damit lautet 



jetzt unsere Differe 



ttialgleiohung der elaetischen Linie 
d^ _ M 

Bei mehrfacher Verbiegung eines Stabes oder Stabgebüdes 
w&re die Differentialgleichung für jeden Kurvenast besonders zu 
bestimmen; Eeiepiel dazu Zentralbl. d. Bauverwaltg. 1916, S. 210 
(Nr. 230). 

1. Anwendni^ ant TerBehiedene TrSgerwrteo. 

a) Es soll für den in Abb. 72 dargestellten 'Belastuugszustand 
die Gleichung der elaatischen Linie, bezogen auf das angegebene 
Achsenkreuz, berechnet werden. 







/ 






•' 




_ , .> 




') 






1 ■* 


i 


-j 


---^ 


d • 


1/ ■ 



Wir greifen einen Punkt mit den Koordinaten x, y heraus 
und stellen für diesen die Dlfferentialgleichang der elastischen 
Linie auf: 

dx* B-J E-J 

Vta zu der Gleichung der Linie zu kommen, welche die gerade Be- 
ziehung zwischen x und y auedrückt, müssen wir die Gleichung 
zweimal integrieren. 

dx _ f(i-» ) 
dx E-J 



Dilferenttalgleichmig 
oder 



Ä!, Pjl-X) 
dx~ B-J 
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integriert 

* = Steigung — tgy . 

, Wir können nun aus der folgenden Betrachtung die noch 
unbekannte Eonstante C gewinnen, welche vor der zweiten Inte- 
gration festgestellt sein muß. 

Für « = ist auch \%<p = 0, also 

o^^A'-o-'^ + o 

0-0 + c 
daher' 

C-0, 
also endgültig 

Diese Differentialgleichung erster Ordnung gestattet für jedes be- 
liebige X die Auffindung des Winkels <pt z. B, für 

x = l 
ist 

P (, , I»\ P-l» 

(Tgl. früheres Resultat). ^ , 

Die zweite Integration hefert 



h^JwrA-''-''^-^'' 



'l- X* 1 x^\ 



E-J \ 2. 2 3 
Px 



Auch hier können mr wieder mit Leichtigkeit die Eon-, 
staute O, herausschaffen, denn wir wissen, daß für x = auch 
y = wird. 

Also 
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daher wird C^ -> und ansere Scblußgleichung lautet 

In ähnlicher Weise lassen sich die Konstanten stete fest- 
stellen. Für X = l stellt y weiter nichts dar als die größte 
Durohhiegung / des Freiträgers am Ende; also erhalten vir 

I _ ^•''' 2,_ fl' 
■i-E.J 






(Tgl. Mherea Resultat). 



2-£- J 

J13 




/f) Für den unter einem bestimmten Winkel « eingespannten 
Stab (Abb. 73) ergibt sieh analog zu tu bezogen auf das angegebene 
Achsenkreuz: 

und 

tx' 



iE-J 



+ <«« 



Y) Für den in Abb. 74 dai^estellten Balken mit einer gleich- 
förmigen Belaatung p und einer Einzellast P in der Mitte ist 
die Gleichung der elastischen Zdnie in bezug aul das ang^ebene 
Achsenkreuz zu ermitteln. 
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integriert 



Jy_ 



2 3/ 



4 i»t ^-0 
2 dx 

1 (A^l-_p t'\ „ 
M-J \2i 6 8;"^ 



'%-E-J i»-EJ 

p-l' _ _4^i' 
'48.S.y S-E-J 



+ c 



dy 



Die Schlußgleichung lautet dann 
P_ /„ 4gr'\ p 



(2./»-x-4.I.2:» + 2.a:*). 
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d) Für den in Abb. 75 dargeetellten Kragbalken mit einer 
dreieckförmigen Z^ast P ist ^ - *^ 



M, 



P-{l-x)» (l-x) 



d^y P.(l- X)' 




E« ergibt aioh eoliließliob 

_ PI* \x (i-g)* _ 1] 



3. Besttnunong von Aiiflag«rdrä<^en. 

Der einseitig eingespannte und am anderen Ende frd auf- 
liegende Balken mit gleichmäßiger Belastung q (Abb. 76) 
_q-x' 



M.-"- 



-B-. 



ix'~ B-J 



integriert 



VÜT X = I ist tg y = 
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52 
daraus 



. / 



1 IB-l' ,-l'\ 



dy 1 (q- x> B-x' Bl> q 
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Weiter integriert 

■«•^■\6'4 2'3 



»-« 



1 



" 6-£-^ \4 
Für 7 — ist y = 0, Bomit 

£7, - . 
Für ai — Met y — 0, folglich 
li 



l'-«+3.B.('.j!-B-i') + C,. 



0- 



oder 






folglich 



2.JS.|<_ j.g.l« 
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Endgleichung lautet. mit C^ 


•= und 
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- Anmerkung. Die Ermittlung von Durchbiegungen mittel- 
bar aus der Gleichung der elastischen linie ist immer dann um- 
Btändlicher als mit Hilfe der einfachen unter b) vorgefülirten 
Beziehungen, wenn die Gleichung erst aufgestellt werden muß. 
Es eigeben sich nämlich hierbei oft Schwierigkeiten in der Fest- 
stellung der Konstanten, insbesondere bei unsymmetrischen Be- 
lastongsfällen. 

d) Vergleich zwischenFormäDderungansBiegnngmit 
der infolge von Qoerbrätten.^) 

a) Ein Flußeisenstab von 100 cm' Querschnitt und 3 m 
Ejaglänge werde an seinem freien Ende durch eine Einzellast 





P 4000 = kg beansprucht (Abb. 77). Wie groß ist seine Durch- 
, P-l* 4000-300» 



3-E-J ~ 



') Bearbeitet niu:h Otn 
Enideli Verlag, Wieabadeo. 



10 . 10' 



- 20 cm. 



3 -2150000 ■ 
D, „Praktisohe Winke zam Studium der Statik". 
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Im Vergleich zu dieser Formänderung auB dem Bie- 
gungsmoment sei nun die Formänderung berechnet, welche 
lediglich durch die Qaerkraft bewirkt wird, aJso nur durch 
die Forallelverachiebiuig der QuerBchnitte gegeneinander (Abb. 78). 

Nach Früherem (Seite 26) iBt 

>' = ^; also ft = y'l 
oder 

h Q • 

Die Schubspannung ist ihrerseits: 
P 
^~ k-F' 
wobei k stets kleiner {ds 1 ist und sich nach der Querschnitts- 
form richtet. Somit ergibt sich die Durchbiegung infolge 
der Querkraft zu 

'< i.f.fl- 

Nun betr&gt für das Rechteck it == 4> ^ Flußeisen die Gleit- 
Tiahl ö = 830 000 kg/cm* (für Mauerwerk ungefähr ebensoviel 
wie für Beton: = 0,3-^, wobei E für Beton von 140 000 bis 
350 000 anzunehmen ist). 

Damit ist für unseren Fall 

. 4000-300 „„,„, 

/, = 3 : 0,0173 om. 

^•100. 830000 



ß) Es soll nun ein Betonpfeiler von 1000 cm* Querschnitt 
(Abb. 79) für dieselbe Belastung untersucht werden. Die Elastizi- 
tätsmodul des Betons sei zu 200 000 kg/om*, also die Gleitzahl G 
zu 0,3 • 200 000 — 60 000 angenommen. 
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Dann erhalten wir infolge des Biegungsmomentee 
P-l* 4000. 300» 



' ZEJ 3.200000-83 500 ' .^,,-; 

und infolge der Querkralt 

P . l 4000 ■ 300 

^.60000. 1000 

Für den Flußeisenstab ist das Verhaltnia 

/, ^ 0,0173 ^ _]_ 

~f ~ 20 ~ ~ 1000 
und für den Betonpfeiler 

/ "^ 2,16 "^ "" 100 ■ 
Untersucht man nun noch einen dritten Fall, wobei der 
Querschoitt an Größe zunimmt, also das in der Biegunge- 
linie liegende Tri^heitsmoment noch bedeutend größer wird, 
während in allen Fällen die Länge I die gleiche bleiben soll, so 

dürfte das Verhältnis ^ echließlicb zu ^ werden, und in solchem 

Falle dürfte man dann die Formänderung infolge der 
Querkraft gegenüber der bei Biegung nicht mehr ver- 
nachlässigen. 

.e) Bedeutung der Durcbbiegungeberechnungen 
tiir die Praxis.^) 
Di© hier gegebenen Beispiele für die Ermittlung von 
Durchbi^ungen haben — abgesehen von ihrer vollen theoretischen 
Gültigkeit — im Brahmen dieses Buches hauptsächlich Be- 
deutung als notwendige Zwischenstufe für die weiteren 
Betrachtungen. 

Gewiß können wir den hier eingeschlagenen Weg auch zur 
Berechnung der Durchbiegungen von Eisenbetonkonstruktionen 

') Sehr beachtenswerte KlitrBt«llangeD über dea Wert der Bnrohbi^ungS' 
messniigea ün EigenbetonbaD bringt ein Sonderdruck der Schweiz. Bauieitong, 
Bsnd JJK.'S, 1917: „Da« Veranohsweaen in der Praxis dea Eiaen- und Eiaenbeton- 
bauea" [B. 13—16) von F. Hübner, Bern, KontroUingeniear im Schweiz. Giaen- 
b^mdeportement. 
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benutzen; die LöBung solcher Aufgaben hat aber wenig prak- 
tischen Wert, weil E und J schwer mit zutreffenden Werten 
einsetzbar sind^). 

Nach Stadiuih II') (wirkungslose Betonzugzone) müßte 
man bei der Aufstellung der Differentialgleichung der elastischen 
Linie von der Eisenanstrengung ausgehen, weil bei dieser Vor- 
aussetzung das elastische Verhalten des Eisens maßgebend für 
die Bestimmung der Durchbiegungen ist^). 

Die nach diesem Prinzip berechneten Durcbbieguogen über- 
treffen jedoch die wirkÜch auftretenden um 150 bis 200%. Das 
hat dahin geführt, Durchbiegungsfonneln nach Stadium I (mit- 
wirkende Betonzugzone) aufzustellen, wobei das Trägheitsmoment 
des gesamten, als bomc^en angesehenen, Querschnittes eingeführt 
wird. Aber auch in diesem Falle betrug nach den von Dipl.- 
Ing. Kaufmann angestellten Versuchen,*) die Differenz zwischen 
den errechneten »ind den tatsächlich gemessenen Werten der 
Durchbi^ung noch immer 50 bis 100%. Die Ursachen für diese 
bedeutenden Differenzen liegen, abgesehen von der Fragwürdig- 
keit unserer Rechnung hinsichtlich der wahren Größe von E 
und J, in der Monolithät der Eisenbetonkonstruktionen, den 
großen AuflE^erflächen und der durch die Einbindung der Balken ' 
in das Mauerwerk bewirkten, oft nicht unbedeutenden Einspan- 
nung. Wir stehen hier vor einer sehr vorteilhaften Eigentümlich- 
keit der Eisenbetonkonstruktionen, da es sich in der K^el darum 
handelt, die Konstruktionshöhe auf ein Minimum zu beschränken, 
wobei also die Rücksicht auf Durohbi^ung allein nicht von vorn- 
herein eine gewisse Minimalhöhe des Querschnitts unmöglich 
macht. 

Von Interesse in dieser Frage ist noch ein Aufsatz von Michael 
GomboB im Heft III, Beton und Eisen 1913: „Berechnung 

') Nov&k schlagt vor, bei Berechnung voa Ourohbiegungen E = 200 000 
bis 250 000 kg/cm^ xa setzen (Zeitschrift d. äeterr. Ing.. n. Arob.- Vereins 1911, 
S. 55), während Chrietiani für Beton na«h fünfmonatiger Erhärtung sogar 
,^ = EfOO 000 kg/cm* findet (Beton und Eisen 1011, 8.179). Nach Professor 
Dr.-Ing. Gehler gelten die Werte £ :^ 140 000 kg/cm* und n = 15 nur für 
den BmohzoBtand („Der Rahmen", S. 101). Er fand für 5 Jahre aliea Beton 
S = 550 000 kg/cm" (a 25). 

') Vgl Sohiater, „Eisenbetonbau, Säule und Balken", Anzeige am SchluU. 

") Dr.-Ing. W. Frank gibt in seinem Buch „Eiaenbetonbau" derartige 
Ableitungen, die ohne weiteres verständlich sind. 

*) Beton und Eisen 1912, Heft I. 
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der Durchbiegungen kontinnierücher Balkenträger." 
Änsemandersetztmgen über die zuläsaige Durchbiegung kontinuier- 
licher Platten bringt Beton und Eisen 1914, Heft IV, S. 97, Frf^;e 9 
mit Antworten a, b, c und d in Heft VIII, S. 182; Heft X, S. 225; 
Heft XI, S, 248. 

() ZulfiBBigkeit der BereeliDUDg tod EisenbetoD' 
konstraktionen nach der Elastizitfitslebre. 

Die im vorangehenden Abschnitt zum Ausdruck gebrachte 
Schwierigkeit, zwischen berechneter und gemessener Durch- 
bi^ung eine Übereinstimmimg zu erzielen, darf uns nicht zu 
dem Schluß verleiten, daß die Eleatizitätslehre im Eisenbetonbau 
keine genügenden Voraussetzungen für die Kichtigkeit der darauf 
aufgebauten Berechnungsarten finde. : Der Mangel genauerer 
Übereinstimmung zwischen Berechnui^ und Messung bei Durch- 
biegungen beruhte wie gezeigt auf mangelhafter Erfassung der 
wirklichen Werte von E und J sowie der Lagerungsbcdingungen 
,in der Rechnung. Die Zulässigkeit der Elastizitätslehre für die 
Berechnung statisch unbestimmter Größen aber setzt die Gül- 
tigkeit des Hookeschen Gesetzes für die eintretenden 
Formänderungen, also Verhält nisgleichheit zwischen 
Spannung und Dehnung bzw. zwischen Biegungs- 
moment und Formänderungswinkel voraus. Das Be- 
stehen derselben kann nur durch Versuche und unmittelbare 
Messungen geprüft werden und ist durch solche zur Genüge er- 
wiesen worden. Die Zulässigkeit der Verhältnisgleichheit zwischen 
Spannung und Dehnung bei Normalspannungen ist so allgemein 
bekannt, daß wir darauf nicht weiter hinzuweisen brauchen. 
Daß auch zwischen den Biegungsmomenten und den zugehörigen 
Fonn&nderungswinkeln annähernd vollkommene Verhältnisgleich- 
heit besteht, beweisen Feststellungen von Prof. Morsch an Hand 
von in der Materialprüfungsanstalt Stuttgart erzielten Versucbs- 
ei^ebnissen^). Bei den Stuttgarter Versuchen erfolgte die Mes- 
sung der Formänderui^fln innerhalb einer längeren Strecke mit 
konstentem Biegui^^smoment; die Größe des Formänderungs- 
winkels wurde hierbei aus den gemessenen I^ängenänderungen 
des oberen und unteren Randes des Probebalkens festgestellt. 

^) MOraoh, „Die Bed^nng zwischen Formäüderung und Biegungsmoment 
bei Eisenbetonbalkea" (Deutscher Ausschuß (ür Eiseabetoa 1912, Heft IS; fwoh 
HOraoh, »EisoibetODlMa" 1012, a 350). 
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So ergibt EÖch für die Verkürzung J^ und die Verlängerung A^ 
der FormändeningBwinkel zu (Abb. 80) 



Verwendet man die für die konstante Strecke gewonnenen 
Fonn&Dderungswinkel - für einen Bi^ungsfall mit beliebigem 




MomentwechBel, den wir nach der Elastizitätslehre festgestellt 
haben, derart, daß wir zu den mathematiBch nach der Elastizi- 
tätelehre ermittelten Momenten für eine größere Anzahl Quer- 
schnitte (in Abständen von 1 cm) die zugehörigen Drehwinkel 
auftragen, eo muß sich, wenn die mathematische Berechnung 
richtig sein soll, für die Winkelkurve die gleiche Bedingung er- 
füllen, die der Ermittlimg der Momente oder der Momentenkurve 
vorausgestellt ist. Das läßt sich tatsächlich erweisen. 

Für einen eingespannten Träger muü noch den später weiter 
entwickelten Bedingungen die Summe der Momentenflächen 



dbyGoOt^lc 



gleich Null sein 1 /-= — ^ = **) '< für die FormäDdeningen bedeutet 

daa jda = =/J, • ds = ,0, d. h. die schraffierten Blächen der 
Winkeländeningskurve müsBen sich ausgleichen. Pies konnte an 
diesem und noch anderen Fällen bis auf praktisch nicht in Be- 
tracht kommende Abweichungen erwiesen werden (Abb. 81). 
Der nach der Elastizitätslehre auf Grund des Hooke- 
schen Gesetzes ermittelte Verlauf der Momente stimmt 
also hinreichend genau mit dem auf Grund der tat- 
sächlichen Formänderung des Eisenbetons sich er- 
gebenden übereil^. 

Dieses Ergebnis steht in gutem Einklang mit den genauen 
rechnerischen Feststellungen von Petermann über die Größe 
von Spannungen und Formänderungen auf der Grundlage des 
Potenzgesetzes, sowie von unbestimmten Größen auf der 
Grundlage des Parabelgesetzes für die Formänderung des 
Betons im Vergleich mit den entsprechenden Werten bei Be- 
rechnung nach dem einfachen Hookeschen Gesetz^). 



Kapitel V. 

Rechnerische Bestimmung der elastischen Formänderung 
mit Hilfe der Arbeitsgleichung. 

a) Begritt der Arbeit 

Arbeit ist Kraft mal Weg, positiv oder negativ, je nachdem 
Kraft und Wc^ die gleiche oder entgegengesetzte Richtung zuein- 
ander haben. Treten elastische Formänderungen ein, so müssen 
die äußeren und inneren Kräfte, die auf ein Bauwerk einwirken, 
einen W^ zurücklegen, also Arbeit leisten. 

b) Formfinderungaarbeit. 
Denkt man sich einen beliebigen elastischen Körper, z. B. 
einen Fachwerkträger, von äußeren unter sich im Gleichgewicht 
stehenden Kräften (Belastung und Reaktionen) ergriffen, so ändert 
derselbe seine Form so lange, bis zwischen den äußeren Kräften 
und den durch die Formänderung wacl^erufenen und sich ihr 
widersetzenden inneren Spannkräften Gleicl^ewicht entstanden 
ist. Bei der Bewegung der Knotenpunkte leisten also 

^] Armierter Beton 1915, Heft 1 und 2. 
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die äußeren Kräfte positive Arbeit, die inneren nega- 
tive Arbeit, Weil eine Verschiebung des Knotenpunktes ein- 
tritt, wird beim Anwachsen der Belastung die positive Arbeit zu- 
nächst größer sein als die negative; der Überschuß zeigt eich in 
der Verschiebung. In dem Augenblicke aber, wo daa Gleichgewicht 
eingetreten ist, oder kurz vorher sind positive und negative 
Arbeit in einem Zeitteilohen dt einander gleich groß 
und heben sich gegenseitig auf (vgl. Eisenbahnzug auf 
horizontaler Strecke nach Abstellung des Dampfes). 

Von dieser Voraussetzung ausgehend werden die an 
einem Bauwerk angreifenden Kräfte nach dem Grund- 
satz z« berechnen sein, daß die Arbeit der äußeren 
Kräfte gleich ist der Arbeit der inneren Kräfte. Be- 
zeichnen wir also mit P die äußeren Kräfte, mit Ö ihre Wege 
bei der Formänderung des Bauwerks, mit 8^ allgemein die im 
Innern des Bauwerks wachgerufenen Kräfte, die Spannungen, und 
mit äs fdlgemein deren Wege (Längenveränderungen, Querver- 
sohiebungen, Drehungen), so lautete unser Grundgesetz allgemein 

^P . d 21^P ■ ^^ ™ier Xa Li . 

Der Beweis der Richtigkeit dieser Gleichung gehört als rein 
wissenschaftliches Problem nicht hierher; er könnte mathematisch 
auf Grund geometrisch-mechanischer Ableitungen oder — für die 
Anschauung klarer — nach dem Prinzip von der Erhaltung der 
Kräfte erfolgen i). 

Ganz plötzliche Belastungen eines Bauwerkes, wobei die 
äußeren Kräfte gleich in voller Größe wirken, brauchen nun in 
der Regel nicht vorau^esetzt zu werden; es entständen dadurch 
Vibrationen. Im Gegenteil kann man stets annehmen, daß die 
äußeren Kräfte von Null an allmählich anwachsen 
und die im Inneren entstehenden Spannkräfte stets 
gleichen Schritt damit halten, so daß positive und negative 
Arbeit während aller Zeitteilchen dt, die zum Anwachsen der 
Kraft gebraucht werden, einander gleich groß sind. Beim all- 
mählichen Abnehmen der äußeren Kräfte verschwinden auch dann 
die inneren Kräfte wieder, und der Körper kehrt, wenn er vöUig 
elastisch ist, wieder in seine ursprüngliche Form zurück. Bei 



») Eine Entwicklung alif dem ersten Wege bringt Müller - Breslau in „Die 
1 k Metfaod«! der Festigkeitslehre", dritte Auflage, Anhang; anob 
ZBohetziofae, „Hiuidbuoh der Baustatik", L Bond, Artikel 23 und 24. 
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diesem Voi^ang nun leisten die inneren Kräfte die positäve und 
die äußeren die negative Arbeit. Wir bezeichnen die äiiOere 
Formänderungsarbeit mit A^, die innere mit Ai und beschäftigen 
uns in den nachfolgenden Abschnitten mit der Feststellung der 
Größe beider Ärbeitswirkungen in den für uns wichtigen Kraft- 
äußerungen durch eine Längskraft, eine Querkraft und ein Bie- 



Wird ein gerader Stab von einer auf seine Verlängerung ge- 
richteten Längskraft ergriffen, so leistet diese während ihres all- 
mählichen Anwachsens und des Eintretens der Verlängerung 
positive Fonuänderungsarbeit A^ , und die sich damit stets im 
Gleichgewicht befindhchen inneren Spannkräfte leisten negative 
Formänderungsarbeit Ai. Nach dem Hookesohen Gesetz 
wachsen aber die inneren Spannkräfte in gleichem 
Verhältnis mit der Verlängerung und also auch in 
gleichem Verhältnis mit den äußeren Kräften. Die 
Formänderungsarbeit beider Kraf1;wirkungen ist also halb so 
groß, als wenn die beiden Kräfte gleich zu Anfang in ihrer End- 
große gewirkt hätten. Basselbe gilt von den Formänderungs- 
arbeiten eiller Kraftwirkungen für Körper aus homogenem Mate- 
rial, mit denen wir uns nachfo^end beschäftigen'). 

1. FonuSoderongsarbeit einer LSngskratt. 

Der Stab in Abb. 82 habe die Länge l und den Querschnitt F. 
Die angreifende Kraft K wachse von Null bis K. Die inneren 
Spaimkräfte seien in jedem Stadium gleich o ■ F; von der Quer- 
zusanunenziehung sei abgesehen. In irgendeinem Augenblicke 
sei X die bis dahin eingetretene liängenänderung, o, die dazu 
gehörige innere Spannung und Ki die herrschende äußere E^aft. 
Dann ist zunächst stets: 

F-n.~K^. (1) 

Lassen wir jetzt eine weitere Längenänderui^ eintreten um dx, 
dann beträgt die innere Formänderungsarbeit für diese Ver- 
längerung 

Arbeit = Kraft x W^ 

dAi = -F-o,-dx (2) 
und die äußere Formänderungsarbeit gleichzeitig 
dAa=-+K,.dx. (3) 

^) Bearbcdtot nach Keok-Hotopp, „Elartirititalahre", Eweiter TdL 
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Innere Formänderungearbeit. 



ao wird in unserem Falle 



do,-l 



Diesen Wert für dx eingesetzt in Gleichung (2), gibt 



(*) 



Während nun die Spannung von Null bis a anv&ohst, also a. 
sohließlioh zu o wird, entsteht die innere Förm&nderungsarbeit 



jdA, ^/".•«f». 



Da F • l das Stabvolumen ist, so kann man daher auch schreiben 
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Äußeie Formänderungsarbeit. 
Wir erhalten aus Gleichung (1) 

_K, 



und setzen diesen Wert 


ein 


z = 












l 


womit 










also 




x = 


K. 

T 


l 

'S' 




dx 


= F 


l 

■E 


dK. 



Dies eingesetzt in Oleichung (3), gibt 
I 



m 



(8) 



Während nun die Kxaft von NuU bis K wächst, entsteht demnach 
die äußere Fonnändernngsarbeit 



J^^.-+r^l^.-iK. 



Bezeichnen wir nun den durch die Kraft K sclüießhoh hervor- 
gerufenen Größtwert der Verlängerung x mit j , so ist nach Glei- 
chung (7) mit K, = K 

^^ = '^ = '^ = f:m' 

Hieraus folgt 

^t <)_»_ K 
l ~ l B~£.y ■ 

Schreibt man nun für Gleichung (9) 
E 

' E-t' 
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BO folgt 



(10) 




Eine zeichneriscbe Darstellung dieser Ergebnisse gibt Abb. 83. 

i. Formändenuigsarbeit bei Biegung. 

Das zuerst parallel begrenzte Stabelement dx (Abb. 84) hat 
nach der Biegung Keilform angenommen, dx soll ein Differential 
des gebogenen Stabes sein, welches seinerseits in eine Anzahl 
untergeordneter Differentiale, die als wetgereohte Plättohen anzu- 
sehen sind, zerfällt. Ein solches Flättchen von der Höhe dz, 
der Länge dx und der Breite«? ist als Stab für sich anzusehen, 
der einer Verlängerung oder Verkürzung durch die 
gerade dort wirkende Spannung + oder —a ausgesetzt 
ist. Auch hier muQ man wieder annehmen, daß die als äußere 
Kraft anzusehende Spannung ±ci von bis za ihrer EndgröQe 
wächst. Die Endgröße steht in Beziehung zur Rändspannung o,. 
Wir gebrauchen nun für die Aufstellung der Formänderungs- 
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arbeit, welche dieser kleine Körper bis zum Eintreten der end- 
gültigen Spannung ±o leistet, die Gleichung (6) 

''<- 2.E ■ 
also hier 

{v3 ■ dz ■ dx) • <t* ' 

278 ■ 



ddAi = 




w ■ dz ■ dz f\ ■ z- 
aleo für alle Plättchen des Stabelementea ABCD: 



ddA,. 



dA, 



dx-a\ 






dz- 



Das Integral bedeutet d«i allgemeineD Ausdruck für dos 
Trägheitemonent des betreffenden Querschnittes und wäre bei- 
Bpielsweise für ein Rechteck 



also 



12 ' 






Dieser Ausdruck ist immer negativ, weil (+oi)* sowie (— Oj)* 
"stets positive Werte sind. 

Sohlaist. KlMDbtCoDbaii II 5 
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Wir hallen zunächst die Formändenuigsarbeit eines Stab- 
fllementes gewonnen und können nun damit die bei der Biegung 
des Stabes eintretende Gesamtformänderungsarbeit des ganzen 
Stabes durch Integration bestimmen: 



_fdx-ji\_ 



Jf-e, 



J . 






,7 



f 



J 

Aasdruck für die iimeren Spannungen und äußeren Kräite ' ge- 
geben ist, so stellt dos erzielt« Ergebnis gleichzeitig auch die 
äußere Fonuanderungsarbeit dar, also 






Nach früherer Ableitung ist der Winkel d&, welcher das Keil- 
Btück einschließt, 

M-dx 

also können wir auch schreiben 

rjuax 



-f 



als Arbeitsweg derselben angesehen werden kann. 
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3. FormSoderniigsarbeit einer Querkratt. 

Entaprechend dem Vorhergehenden ergibt sich 




und mit dq — y dx {yg\. S. 54) 
Q dx 



4. Formänderangsarbeit beliebiger SnBerer Kr^f« in der Ebene 
eines Stabes. 
Denkt man sich von einem gebogenen Stab von der Lange l 
einen Teil abgeschnitten, so kann man die dadurch für den stehen- 
bleibenden Teil verloren gegangene Wirkung durch eine Gesamt- 
resultierende R oder durch drei Kraftwirkungen N, 'M, Q (N und 
Q im Schwerpunkt des Querschnittes Migreifend) ersetzen (Abb, 85). 
Dann ist also ^ji^'i ■'-* C..^'< i'l-->' ■.l-'l'z'V 

"-F+^' + krF- 

An Hand dieser allgemeinen Spannungsgleichung können wir die 

Qesamtformänderungsarbeit für die Länge l wie folgt bestimmen: 

1. Für die Langskraft N ist nach Gleichung (5) allgemein: 

_ F-l «' 
^*'~ E ■"2 ■ 
Diese Arbeit bezieht sich zunächst nur auf einen beliebigen 
geraden Stab von der Länge /; wir besitzen innerhalb eines Ele- 
mentes ds unzählige solcher Stäbe (eigenthch „Plättchen") vom 
Querschnitt d F (Abb. 86) und haben daher erst für alle diese 
mit der konstanten Länge da die Formänderungsarbeit zu 
bilden. Diese ist analog Gleichung (5) 



mit = j; 



,„ dF dB 
ddA, = -l-^,-- 2 .jj. 
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Das Integral /^ bezieht sich auf die Quersohnitteelemente df; 

da ist zunächst konstant. 

Also erhalten vir mit ausgeführter Integration: 

d4 -_-^' Al. N'.d a 

'~ F^'2-E 2-E-F ' 

woraus dann für die ganze Stablänge: 

'" J2-E-F' 



m 



+r 



2. Für da« Biegungsmoment M hatten wir schon oben toU- 
ständig erhalten: 

jM' ■ da 



-A, = A.^,,^-^^j. 



_ IM'. 
3. Für die Querliraft Q ebenso: 

'^ "^.ja.o.i.f 

Also Gesamtformänderungsarbeit 

1 - A fS'-ds , (m-dK , [ Q'da 



■ F ' 
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Um diese Formänderungsarbeit für die äußeren Kräfte an 
unserem Stabstück in der Form von Kraft x Weg hervortreten 
zu lassen, berücksichtigen wir, daß 

Jl o N , ,, N , 

T = e=f:-e' "^^ -^'^JTE-' 

ist und daß wir in diesem Falle für l in die allgemeine Gleichung 

das Differential da einzusetzen haben, so daß 

'■■■ N 
Jds ~ jp— s ■ ^^ = Arbeitsweg der Kraft A'; 

„Arbeitsweg" des Momentes M 

Arbeitsweg der Kraft Q . 

A = f^LAl^ + f>f-'id>x fQdffq 

ö b 

Ohne weitere Ableitung können wir — die Arbeitswege der 
einzelnen äußeren Kräfte P betrachtend — feststellen: 

A. = -^^ . 

weil die Formänderungsarbeit der einzelnen Kräfte P^ P, bis 7*, ' 
gleich sein muß der Fonnändeningsarbeit ihrer Ersatzkräfte. 

c) VerBchiebnngsarbeit.^) ' 

Wirken gleichzeitig mehrere Kräfte auf einen Körper, so er- 
zeugt jede für sich allein eine bestimmte Formänderung 
und leistet auch eine, äußere Formänderungsarbeit, die gleich ist 
der inneren Formänderungsarbeit. Gleichzeitig leistet aber eine 
jede Kraft infolge der durch die anderen Kräfte stattfindenden 
Formänderungen des Bauwerkes, also infolge einer von ihr 
selbst ganz unabhängigen Bewegungsursache ihres An- 
griffspunktes, eine weitere Arbeit. Diese Arbeit wurde nun 
genau dieselbe sein, wenn die Bewegung des Angriffspunktes der 
Last durch irgendeine andere Ursache, etwa durch eine Verschie- 

■) Bearbeitet nooh Otsen, „Praktische Winke". 
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bung des ganzen Bauwerkes, veranlaßt worden wäre ; daher nennt 
man sie Verschiebungaarbeit. Zu unterscheiden sind wieder 
äußere und innere Verschiebungsarbeit. Das Kennzeichen einer Ver- 
schiebungsarbeit ist demnach eine von der in ihrem Angriffspunkt 
verschobenen Kraft selbst vÖUig unabhängige Bewegungsureacbe. 
Wirkt z. B. im Punkte m eines Balkens (Abb. 86) die Kraft 
P„, so vollbringt sie dort^ die äußereFormänderungsarbeit 

^■- 2 ' 
und es tritt danach Ruhezustand ein. Durch irgendeine andere 
Veranlassung, etwa eine zweite Laat, eine Temperaturanderung 



.5— 



<^^::'- - 



dtt,^ 



oder eine Lageverschiebung oder dergleichen, werde nun der 
Balken aufs neue deformiert, wobei auch die erste Durch- 
biegung bei m eich um den Betrag d^ vergrößert. Da- 
durch tritt eine neue Arbeitsleistung der Kraft P„ ein, indem 
sie den Weg d^ in voller Größe durchläuft und also die äußere 
Verschiebungsarbeit 

A, = p„- ä; 

leistet. 

Auch jede andere Kraftwirkung (eine Längskraft, Querkraft 
oder ein Biegungsmoment) kann Formänderungs- und Verschie- 
bungsarbeit leisten. 

Zur Erläuterung der Verschiebungsarbeit einer inneren 
Kraft werde die Spannung in einem Fachwerkstab betrachtet. 

Ein Fachwerk sei durch eine Kraft P belastet (Abb. 87). 
Zunächst leistet dann die Kraft P die äußere Form- 
änderungsarbeit Aa = ^ ■ P ■ d , wobei der Weg d die Projektion 
des Weges auf die Kraftrichtung ist. Dann leistet aber auch die 
innere Spannkraft S eine Formänderungsarbeit. Tritt diese z. B. 
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als Zugkraft auf, so wird sie den Stab vod der Länge s um das 
Stück zt s verlängern und infolgedessen die innere Form- 
ender ungsarbeit 

S-As 



erzeugen. 

Das —-Zeichen deswegen, weil die Kraft entgegengesetzt zu 
ihrem Richtungssinn den Weg zurücklegt. Der Richtungssinn 
der Kraft geht sofort klar hervor, wenn wir uns die Wirkung der 

iP 




inneren Spannkraft durch äußere Kräfte ersetzt denken, 
die an den Knotenpunkten angreifen. Dabei werden bei einer 
Zugspannkraft nämlich Kräfte anzubringen sein, die die beiden 
Knotenpunkte a und b in ihrem richtigen Abstand zusammen- 
halten, während wir andererseits wissen, daß die innere Zug- 
spannkraft den Abstand zwischen diesen beiden Knotenpunkten 
in der Tat vergrößert. Erfährt nun jetzt das System noch eine 
Temperaturerhöhung, so daß der Stab 3 nochmals, und zwar um 
dt verlängert wird, also die Länge s + äs + dt erhält, so leistet 
die Spannkraft 8 die innere Verschiebungsarbeit 
A, = -8-At. 
Diese Verschiebungsarbeit entstand hier durch eine weitere 
Verlängerung des Stabes; sie kann ebensogut durch eine Ver- 
schiebung des ganzen Bauwerkes hervorgerufen gedacht werden. 
Es sei also wiederholt, daß die angeführten Verschie- 
hungsarbeiten dieselben sein würden, wenn die gleiche 
Bewegung der Angriffspunkte von P oder S durch 
irgendeine von den Kräften selbst unabhängige Ur- 
sache veranlaßt worden wäre. 
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d) Das Prinzip der virtuellen Verrücknngen 
(VerBchiebnngen oder Geschwindigkeiten). i) 

Um die ruhenden und verborgenen Verhältnisae der Statik 
zu nötigen, sichtbar hervorzutreten, erteilen wir dem System eine 
virtuelle, d. h. gedachte Verschiebung, welche mit dem tat- 
eächUchen Bewegungszustand des Systems (etwa infolge einer 
Formänderung) nichts zu tun haben soll, sondern eigens für 
den Zweck der statischen Untersuchung hervorgerufen 
gedacht wird. (In gewissem .Grade können wir solche virtuelle 
Verschiebung als Schlußstadium einer Formänderunga- 
arbeit auffassen, da ja bei einer Formänderung die zugehörigen 
Bew^nngen von den einzelnen Kräften mit einer in dem letzten 
Zeitteilchen dt konstant anzunehmenden GröQe zurückgelegt 
werden.) Die Anwendung dieses sogenannten Prinzip» der vir- 
tuellen Verrückungeu ermöglicht statische Untersuchungen, ohne 
auf die Formänderungsarbeit dabei einzugehen. 

Da die Bew^i;ung gedacht ist, so braucht man auch nicht 
nach einer Kraft zu fragen, welche etwa von anßen her zor Erzeu- 
gung einer solchen VerBchiebung erForderlioh wäre. Will man sich 
zur Unterstützung der Anschauung eine solche Kraft voratellen, so 
hätte man sie jedenfalls als unendlich klein und als für de n Qleioh- 
gewiohtszustandnichtin Betracht kommendanzusehen*). 

Befindet sich nun ein starrer Körper unter der Wirkung 
mehrerer Kräfte im Gleichgewicht, und erteilt man ihm eine 
virtuelle Verrück ung, welche so vorzunehmen wäre, daß 
daraus für unsere statische Untersuchung ein Nutzen entsteht, 
(wobei vorauszusetzen ist, daß die Verrückung den Umständen 
nach überhaupt mögUch sein muß), so ist dabei die Summe 
d«r Arbeit sämtlicher Kräfte und Momente gleich Null'). 
Dabei sollen alle Bewegungen, so klein sein, daß die Wirkungs- 
art aller Kräfte und Momente auch nach der Verschiebung als 
unverändert gelten kann. 

Um die virtuelle Arbeitsleistung einer Kraft herbeizuführen, 
ist es oft nötig, an einem Bauwerke gedachte Änderungen 
vorzunehmen. Damit z. B. bei einem voUwandigen Träger ein 

') Abgekürzt: p. d. v. G. 

') Vgl. „Abhandlung zur Goachiohto der mathematischen, Wisaenschaften" 
von Moritz Cantor, Teil: Rieh. Lindt, „Daa P. d. v. G." 

') Arbeit der äußeren Kräfte gleich Arbeit der inneren Kräfte, vgl daa 
bereits oben unter Formänderungsarbeit Gesagte (8. 60). 
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Moment in einem bestimmten Querschnitt eine virtuelle Arbeit leisten 
kann (Drehung des rechts vom Schnitt gelegenen Teils gegen den 
Unken), wäre in dem Querschnitt ein G«lenk eingeschaltet zu den- 
ken. ^Oder damit eine Stabkraft in einem Fachwerke Arbeit leisten 
kann, wäre der betreffende Stab durchschnitten zu denken. 

Um nun das P. d. v. G. auf ein behebiges Kräftesystem an- 
wenden zu können, müssen wir uns die Grundgleichung der Ver- 
schieb ungsarbeit allgemein ableiten, nachdem wir bisher die Ver- 
sohiebungsarbeit nur an Hand von zwei Beispielen betrachtet haben . 

e) Grundgleichuag der Tersehiebnngsarbeit 

(Arbeitsgleichung).*) 
Allgemein: Gegeben ein Freiträger und am Ende desselben 
eine gedachte Kraft Q' {Abb. 88). Es erleide der Querschnitt m 




N'~Q.''Sin. a. 



eine virtuelle Verschiebung, zusammengesetzt aus Längs- 
bewegung, Querbewegung und Drehung. Die Folge davon 
wird sein, daß die Kraft Q' am Punkte i diese Bewegungen mit- 
macht; sie erzeugt dieselben aber nicht. Es sollen nun 
die drei virtuellen Arbeiten, welche durch äiea4 Bewegung her- 
vorgerufen werden, festgestellt werden. 

1. Yerschiebunggarbeit tür die Längsbewegung. 
Infolge der Längsbewegung von m nach m' um das Maß 
d(Ja) bewegt sich auch der Punkt i und damit die Last Q' nach 
rechts {Abb. 88). 

•) Bearbeitet nach Otzeil, ,, Praktische Winke", 
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Die Arbeit, die Q' „leistet", ist: Weg d{A8) x Kraftkom- 
ponente von Q' in Richtung der Bewegung, also 
A^ = d(Js) ■ Q' ■ 3ina = d{A8) ■ N' , 
oder auch Kraft Q' x Weg in der Kraftrichtung, also 
A, = Q'. ddi ; 



demnach 



A^! = Q'd6,^N'-d(äs). 



2. Verschiebnngsarbeit für die Querbewegnng. 

Infolge der Querbewegung von m nach m' bewegt sich auch 
der Punkt i nach i' {Abb. 89) und die Arbeit, die Q' leistet, ist 




rwot 



entweder Weg d(Ji>) x Kraftkomponente von Q' in Richtung 
der Bewegung, also 

A, = d{Jv)-Q' -coax =d(Av)- V , 
oder auch Kraft Q' X Weg in der Kraftrichtung, also 

A^^Q' ■ ddt ; 
demnach 

Ä^^ = Q'-dS^= V'-d(Av). 

3. Verechlebangsarbeit tür' die Drehbewegung. 

Infolge der Drehung um m, welche bei Annahme eines 
Gelenkes in m mögUch ist und um den Winkel d{J<p) erfolgt 
(Abb. 90), ergibt sich wieder eine Verschiebungsarbeit von Q' 
am Punkt i = Weg d{Ag)) • r X Kraftkomponente von Q' in 
Richtung dieses Weges, also 

A, = d{d<p)-r-Q'- cos« , 
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■wobei der Weg d{dtp) ■ r wegen seiner JCleinheit als lotrecht, d. h, 
also in Richtung von N' = Q' • cosä gedacht werden kann. In 
dieser Gleichung ist r • cosa = r', also können wir auch schreiben 

Moment. Weg, den 



l^firj-r 




Oder wir sagen Kraft Q' x Weg in der Kraftrichtung, also 

' A, = Q'-dda, 
demnach 

A^„ = Q' ■ dd, = M' • d(^<p) . 
Die GesaintTerscbiebungsarbeit der Kraft Q' infolge einer belie- 
bigen Verrückung des Querschnittes m ist also allgemein: 
A, = Q'dS = N'd{/Is)+ y- d {Av) + M'.d(A<p ) ; 
&iLD«tB Innere 

oder wenn mehrere Lasten Q' gedacht werden und zugleich mehrere 
Querschnitte m beliebige Verrückungen erfahren sollen: 

A, = ^Q' & = JN'- d{Aa) 4- / V'.d{äv)-^ j M' ■ d(Atp) . 
Die gedachten Kräfte Q' bezeichnet man als Krattgruppe, 
die also beUebig angenommen werden kann (Abb. 91). 
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■ Die zugrunde gelegten Verrückungen des Quersohnittes m 
oder mehrerer Quersohnitte m, bestehend aus 

Lsngsbeweguug d(As) 

Querbewegung d{d v) 

Drehbewegung d{dq7) 
und die daraus folgenden Verschiebungen von i dd^, dd^ und 
dd^ der Angriffspunkte von Q' in deren Richtungen werden ak 
Verschiebungsgruppe bezeichnet (Abb. 92), 




Die Kraftgruppe ist jedenfalls unabhängig von der 
VerschiebungBgruppe; d^As), d{Av) und i{Acp) können durch 
eine beUebige Ursache hervoi^nifen gedacht werden. 

t) BraDchb^rmacboDg der Arbeitsgleichung zur 
Ermittelung von Formändernngen. 

Wir können nun anstatt der bisher willkürlich angenommenen 
Verschiebungegruppe eine solche annehmen, welche einem ge- 
gebenen Belastungszustande entspricht, um so die Arbeita- 
gleichung auf eine für unsere Zwecke brauchbare Form zu bringen. 
Hinsichtlich der Gültigkeit der Arbeitsgleichung 
braucht aber dieser Belastungszustand in dem Augen- 
blicke nicht zu bestehen, wo wir die mit ihm verbun- 
dene Verschiebungsgruppe auf eine beliebige Kraft- 
gruppe wirken lassen. 

So gelangen wir später zur Auffindung statisch 
unbestimmter Größen lediglich dadurch, daß wir auf 
das statisch bestimmte Hauptsystem, belastet mit den 
unbekannten Größen {vgl. Kap. II) als ^0'. die Verschie- 
bungsgruppe des tatsächlichen Belastungszustandes 
anwenden (Kap. VI). 

Zu dem oben angegebenen Zweck drücken wir nun die ein- 
zelnen Verschiebungen d(Js), d{Av), d{Arp) durch die ihnen zugrunde 



□ igilizedbyGoOgIc 



liegenden .-'jzunächst bei beliebiger Belastung möglichen Längs- 
]4räfte^ZVjj_i^rkräite_ F^und Momente Jf allgemein aus mit 
der Ab¥i eilt, bei dem Gelirauch der auf diese Weise ausgedrückten 
Arbeitsgleichung diesen N, V und Jf die für unser Ziel jeweils 
zweckmäßigen Werte beizulegen. 
Nach dem ' Hookescben Gesetz ist: 

_ .43 _ o _ ^^ . 1 _ -^ 

^ ~ a ~ E~ E-F' E-F'^ ' 

also 

Die Formänderung d{Av) ist j- ■ da (vgl. S. 54); denn sie wird 
gemessen durch den Verrückuogawinkel y , um den sich zwei 
benachbfirte Querschnitte im Abstände von da parallel zueinander 
versohieben (vgl. Abb. 47). 
Wir erhalten also mit 

Q , I « 

^ = feT> "'»'1 / = 0=V.F.0'- 



' k-F-O ■ 



* früher schon kennengelernt haben; 
M-it 



Damit lautet die Arbeitsgleichung 

Verschiebungsarbeit der Kraftgruppe = Verschiebungsarbeit der 
Versohiebungsgnippe (die inneren Verschiebungen durch deren 
ursäohhche Kraftwirkungen ersetzt). 

g) Zasammenhan'g zwischen Verschiebungs- und 
Formfinderangearbeit. 

In dem Gesetz für die Verschiebungsarbeit hatten wir für 
die Kraftgruppe einen behehigen Wert vorausgesetzt und die 
Versehiebungsgnippe ebenfalls durch äußere Kräfte von beüebiger 
Größe entstanden gedacht. Wir können also den allgemeinen 
Ausdrücken der Kraftgruppe N', V und M' und der Verschie- 
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bungsgruppe N, V und M beliebige Werte beimesBen, da ja in 
der allgemeineD Gleichung beide vollständig unabhängig vonein- 
ander waren. 

Ist die Kraftgruppe identisch mit der Verschiebungagruppe, 
dann wird N' = N, V = V und W = M und es folgt 

Dieser Spezialfall der Verschiebungsarbeit gestattet 
einen Vergleich mit der Fonnändenmgsarbeit, und wir erkennen 
daraus die Tatsache, daQ die Verschiebungsarbeit das Doppelte 
ist von der Formänderungsarbeit; denn die Formänderungsarbeit 
lautet 

. _ . _ fN».d8 f v^_^ .f^^lAt 

h) Die reebn^rischfl BeBtimmung von Formäadernngen 

mit Hilte der allgemeinen Arbeitsgleichung.*) 

Die allgemeine Orundgleichung der Verschiebimgsarbeit 

^^. X [N'.N.da , [V'-V-da , fM'-M-ds ' 






Se/^ed/^ ^eMs/e/^ 



welche für den in Abb. 93 gegebenen Fall abgeleitet ist, aber 
aligemeine Gültigkeit hat, kann wie folgt zur Bestimmung von 
Formänderungen und Durchbiegungen benutzt werden: 

Die Verschiebung b, welche z. B, der Endpunkt eines 
Freiträgers (Abb. 94) infolge einer beliebigen Belastung des- 
selben erleidet, sei die gesuchte Formänderung. Wenn 
wir nun diese Formänderung h (als Maß gemessen) als 
fertige Verschiebung auffassen und allein (als Resultat] 
auf der linken Seite unserer Arbeitsgleichung erhalten 

"*■) Zupnnde li^; Müller • Brealaa, „Die neueren Methoden der Feotig- 
keitslehre", 4. Aufl., 8. ISa 
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wollen, so müsBen wir einen Kunstgriff eintreten lassen, 
der darin besteht, daß wir für die Kraftgrnppe ^Q' den 
Wert 1 wählen. Dann lautet die hnke Seite ^Q' ■ d = l ■ 6 = 6. 
Diese „Kraftgruppe 1" wird man natürlich am Orte und 
im Sinne der gesuchten Formänderung annehmen. Auf der 
rechten Seite der Gleichung muß man naturgemäß die zu dieser 
,, Kraftgruppe 1" gehörigen inneren Kräfte N', V und M' 
einsetzen; wir geben ihnen die besondere Bezeichnung Na,Va 
und M^. Als Verschiebungsgruppe haben wir die für die 
vollendete Durchbiegung ursächliche, wirkliche Belas- 
tungsgruppe einzuführen, und somit lautet unsere Gleichung: 
rf - (^«•^•^i . / T,- Vd8 fM„ Mds 
J EF "**; GkF "*■; EJ ' 

1. Beetimmui^ von Dnrclibiegmigen für einige eintaebe Ffille.') 
Beispiel 1. Zu berechnen sei die Durchbiegung d„ des in 
Kragträgers mit gleichmäßiger Belastung q. 

Mm 



Abb. 95 gegeben! 




1. Kraftgruppe: Last 1 am Orte der gesuchten Formänderung. 
Dazu gehörig als innere Wirkung JV« = ; F« = 1 ; 
M,= l-x. 

2. Verschiebungsgruppe : Die Wirkungen der wirklichen Last 

N = Q; V = q-x; M = ^ . 



*) Die Verdrehungen der QuerBohnitte i 



i Orte der Durchbiogung f 
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Also lautet uoBere Arbeitsgleichung: 



flq-x-ix /"l ■»■?■»' ■ 
^J a-k-F '^J E-J-2 



q.V_ 



■XI 



^4 






Beispiel 2. Freiträger mit Einzellast P am Ende (Abb. 06). 

1. Kraftgruppe: Last 1 am Orte der gesuchten Durohbi^i;ung. 
Dazu die innere Wirkung Na~0; Fa =i 1; M^ = 1 • x. 

2. VerschiebungBgruppe : Wirkliche Last iV = 0; V = P; 
M=:Px. 

Also 



=>+M^+./^"i 



P-x-dx 



E-J 

P-l" 

~ Q-k-F'' 
(Tgl. die früheren Kesultate). 

Der Gebrauch der Arbeitsgleichung zur Ermittlung von Form- 
ändemngen iat also dem Gebrauch der Differentialgleichung der 
elastischen Linie entschieden vorzuziehen und liefert sogar 
noch den Einfluß der Längs- und Querkräfte. 

Beispiel 3. Freiträger gleichen Wideratandes gegen Biegung 
mit einer Einzellast P am Ende (Abb. 07). 
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ist der Querschnitt jp = b • 



81 
■ h und das wech- 



selnde Trägheitsmoment J = --'- 6 • j ■ A* . 

1. Kraftgruppe wie vor = 1. 

2. Verschiebungsgruppe .jbenfsUs wie vor. 







P.l Cdx 
~ 6-k-b-h' I X 



PI 
Olc.b-h' 



g. nat. I.») + 



6 ■ P - /" 



Beispiel 4. Freiträger mit einer dreieokfönnigen Last P 
bei konstantem E und J (Abb. dS). 

1. Kraitgruppe wie vor. 

2. Verschiebungsgruppe : 



N = 



li ' 



3f = p.?'.'? = :Pl?' 



') Vgl Höh. Mathematik A, Absatz 17. 
Sohlfltsr, BlHDbetoabkii It. 
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Kach dem Ergebnisse der Differentialgleichung der elastischen 
Linie hätten wir bekommen mit 

' 12-E-J \l ^ 51' bl 

(vgl. früher), für y ^ d und x = l 

P-i' ßAl-lf_i\ 

n-BSJ \l^ 51» 5/ 

p • i" ■ 4 ^ f ■;• 

60-SV \5B-j' 
Beispiel 5. Balken auf zwei Stützen gleichmäßig belastet 
(Abb. 99). 

1. Kraftgruppe: Last 1 am Ort der gesuchten Durchbiegung; 
dazugehörig die innere Wirkung N^ = ü', Ka = ± ; 

2. Vereebiebungsgruppe : 

* = 0; F-,.|-,.(^-«) = ,.«; ^. 



i 
■ j Ok 



X ■ dx 
F 



1 


(^ 


-4 


5-; 
L 2 


^^)- 


,.(A- 


2 


2 










r.j 





1 _ l'j [s ■ i" _ q^l^ _ ? «' _ 



+ 2. /_>i._.j5^l: _•____ 
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ausgerechnet: _■ . ß • g • l * _ 5-q- 1_ 

(vgl. früheres Resultat). 
2. Lösung (Abb. 100). 



^ f 




i 
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/ 




l ,_ 




£ 
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'■'] iE 



J 

l-l' 
■ J-2i 



■E -J 
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B-J 

„, I 5_-'l. L-'' 1 

l96-£J 266,-S-jJ 

A _, I ♦■'?■'' _ l,6lir!'l^ 6 ■ g . i' 

[384 - ^ . J 384 ■ Ä ■ yj 384 ■ Ä . J ■ 

Wird die Durchbiegung an beliebiger anderer Stelle 

gesucht, Bo ist die gedachte Last 1 dort anzunehmen, 

im übrigen aber genau so zu verfahren; die Integration 

erfolg t dann für zwei ungleich lange Trag ert eile (o und 6). 
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Beispiel 6. Es soll die Durchbiegung d„, von der Last P 
herrülirend, in der Mitte des in Abb. 101 dargestellten Trägers 
berechnet werden, 

Diese setzt sich zusammen aus der Durchbiegung des Riegels 
selbst und der Zusammendiüokung der Stützen. Die Integrale 
sind demnach für alle drei Stabteile zu bilden. 

1. Itraftgruppe : Last I in der Mitte, dazu 

Na in den Stielen = je - 

in dem Riegel = 

Va in dem Riegel = ± „ 

in den Stielen = 

Mg in dem Riegel = » • (o ~ ^) 

in den Stielen = , 

2. Verschiebungsgruppe: 

P 
N in den Stielen = je „ 

in dem Riegel = 

p 
V in dem Riegel = ± „ 

M in dem Riegel = ■ (-- — x\ . 

Durch Längskräfte werden also nur die beiden Pfosten in 
Anspruch genommen, durch Querkräfte nur der Riegel. 

*(*■) . 

C Cl 

'\2 ■ 



''""/2 2 E-F^^ J 2-2. 0-k-F^ '^ J 



E-J 



Für h ^ h' angenommen, ist 

, _2.''.^^,2 P^ .' + 2 P__ 

•4 E-F^ i-O-k-F 2^ i-E-J 

Aufgelöst gibt 

" 2-EF'*' ^ U-E-J' 
Beispiel 7. Für einen ähnlichen einfachen Balken wie 
TOT (Abb. 102) soll die Durchbiegung in der Mitte und zwar mit 
Vemachläflsigung von N und V berechnet werden. 
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1. Kraftgruppe: Last 1 in der Mitte, dazu im Innern 

2 *2 

wobei e8 gleichgültig ist, auf welcher Seit^ vom Punkt i 
daa X sich befindet. 

2. Verechiebungsgruppe : Von bis i 

X veränderlich von o bis a; forner 



X veränderlich von a bis , 




ff- 



4 



+ ''! EJ 
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3. BestimmuDg von AuIIagerdriicken (statisch unbestimmten 
Größen). 

Dieee erfolgt, solange an einem Auflager nur eine statisch 
unbestimmte Größe auftritt — wie beim einseitig eingespannten, 
am anderen Ende frei aufliegenden Träger (Abb. 58} — in der- 
selben Weise, wie S. 35 vorgeführt, also durch Gleichsetzung der 
Ä- Werte, wobei in allen Belastungsfällen der ^-Wert der gesuchten 
Auflagergröße dem in Beispiel 2 S. SO für eine Einzellast P am 
Ende ermittelten entspricht. Für gleichmäßige Belastung wäre 
also der statisch unbestimmte Lagerdruck am gelenkigen Auf- 
lager zu finden aus den Ergebnissen der Beispiele 1 und 2, also 
aus der Beziehung 

gl* q-l* _ X-l X-l^ 

2-Ö-k-F ~^ S-E-J 0-k-F '^ Z-E-J ' 
für die dreieckförmige Belastung P aus den Ergebnissen der Bei- 
spiele i und 2, also aus 

P^l P-l^ _ X-l X-P 

usf. 

3. Träger auf mehreren Stützen (Ableitung der Clapeyronschen . 
Gleiebang nach d«m Arbeitsgesetz). >) 

Es liege ein frei auf drei Stützpunkten ruhender, ursprünglich 
wagerechter, kontinuierUoher Balken imter behebiger senkrechter 
Belastung vor, auf dessen Endquerschnitte beUebig große, von 
außerhalb des Balkens wirkenden Kräften herrührende Biegungs- 
momente Mi und J/, einwirken mögen (Abb. 102a); E und J 
seien konstant^). Es soll das Biegungsmoment M^ über der Mittel- 
Btütze unter der Voraussetzung berechnet werden, daß der Stütz- 
punkt (2) sich um d senkt. 

Die Lösungsart der Aufgabe unterscheidet sich grundsätz- 
lich nicht von der unter I S. 79 zur Ermittlung von Durchbie- 
gungen gebrauchten ; ein Unterschied besteht nur darin, daß hier 
am Angriffsorte der gesuchten Größe Jf, bzw. des dieser ent- 
sprechenden Auflagerdruckes Cj die Senkung 6 gegeben ist, 

>} Vgl Müller -^Breal&u, „Die neueren Methoden der Festigkeitslehre", 
dritt« Auflage, S, 96. * 

*) Bequem brauchbare Koeffizienten zur BeriickBichtigung des Wechsels 
im Trägheitsmoment bringt ein Aufsatz von Franke, MonatsBobrift „Armierter 
Beton" 1919, Heft 3, S. 70. 
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und die Verschieb ungsgruppe im Gegensatz zu unseren 
bisherigen Ermittlungen den Einfluß der unbekannten 
Größe mit enthält. Die Anwendung der Arbeitsgleichung 
muß also hier zur Ermittlung der statisch unbestimmten 
Größe führen, es sei nun eine Senkung 6 erfolgt oder A = 0. 




Wir erhalten also: 

1. Kraftgruppe: Moment M, = 1 am Orte der Senkung d^). 
; DofiBelbe entspricht einem Momente P ■ a nach Abb. 102h, 
einwirkend auf die beiden einfachen Träger von der Länge 
li und If , die naoh Entfernung de r Belas tung, wozujauch_ 
die Momente 3f^ \md Jlfj^ehören^entBtehen. Dazugehörig 
' eine dreieckige Momentenflache tmd die Beaktionen : 
1 



0,' = 



^1 



Ci = 



aufwärts gerichtet 



') Wir hatten b«i der Ableitung der Arbeitegleich ung für ^ Q' keinerlei 
VoEMUselEungen gem&oht, können dafür also auoh Mn Kraft«paat ^ Moment — 
«nmrtTrn und geben diesem swetAm&Big hier wieder die GröQe 1. 
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'Ci= j- + - = -]—,-" abwärts gerichtet. 

Senkt sich die Mittelstütze um i^, so lautet daher die linke 

Seite der Arbeitegleichung ~ — j'^- ^'^ inneren Wir- 

kungen von M^ — 1 sind für den Teil l^ M^ = -x, , iür 

den Teil l^ M„=] -x^. 
H 
2. Verschiebungsgruppe : Die Wirkungen der vollständigen 
Belastung, die Gesamtmomente, die wir vorläufig mit M 
^^W Jlj y ;/ bezeichnen wollen. Die vollständige Momenf«nfläche be- 
H« ,.'j..iiy ■, i - steht aus einem Trapez, das bei (1) und (2) die Höhen J/j 
" '*f*'T^'<^..', ■'•'"^üod 3f, hat, und aus der Momentenfläche ASiB, welche 
'■*• hjj "4.-*-*-'dem bei (1) und {2) frei aufliegenden Einzelbalken von 
"■"''((-"•-■■"♦^ der Länge li entsprechen würde (Abb. 102c). 
f** '■" " *H «"'fUnsere Arbeitsgleichung lautet nunmehr: 

E-J-\-rS==,lx,-M-dx., 

'"*"'" '■' } " soweit li in Frage kommt. 

Das Integral bedeutet das statische Moment der wirkUchen 
Momenten fläche, bezogen auf die Senkrechte durch den Stütz- 
punkt (1). Bezeichnen wir das statische Moment der zum ein- 
fachen Träger gehörigen Momentenfläche, bezogen auf diese Senk- 
rechte, mit £i, so erhalten wir 

L if ■. dl, - a, + if , '■ . !; + M, '' ■ ''' . 



für den Teil 2, ergibt sieh ebenso 



If" 



wobei fRj das . statische Moment der zu l^ gehörigen einfachen 
Momentenfläche BS^G, bezogen auf die Auflagersenkreohte durch 
(3), bedeutet. 
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Unsere Gleichung lautet ncicb Multiplikation mit 6 im ganzen 

6 Eja W '« - 6 f '- + 6 v' + ^^i '1 + 3 3h (h + h) +yith- 
'1 'a *i 'B 

Diese Gleichung ermöglicht die Berechnung der unbekannten 

Größe Mt . 

Der Vergleich dieser Ableitung mit der nach der Biegungslehre 
(S. 38 u. f.) zeigt die großen Vorteile der Verwendung der Arbeits- 
gleichung. Einzelfälle der Belastung sind schon S, 44 behandelt. 

Im Zasatntnenhsng mit den schon S. 43 aufgeführten statiechen Voraus- 
«etzungen für die Anwendbarkeit der Clapeyronschen Gleichung sei auf einen 
Aufsatz') hingewiesen, der für einen Träger auf drei Stützen bei verschiedenem 
Steif igkeits Verhältnis zwischen Balken und tjtützen die zugehörige Berechnung 
ala Rahmen in ihren Bigebnisaen einerseits mit den Eigebniasen nach der Be- 
rechnung als durchlaufender Träger, andererseits mit dem Ergebnisse nach der 
Berechnung als eingespannter l^äger vergleicht. Bei kräftigem Stützenquer- 
schnitt nähert man sich danach dem Zustand fester Einspannung, während eüi 
steifes BaikeofHvfil »uf schwachen Stützen in seiner Wirkungsweise annähernd 
dem durchlaufenden Balken entspricht (vgl. hierzu die Ausfähnmgen über die 
Voraussetzungen in der Anwendung der Clapeyronschen Gleichung in Bd. I); 
im übrigen sei auf die Einzelheiten des g«iannt«n Aufsatzes verwiesen, der die 
Grentwerte der SteifigkeitArerhältnisae ermittelt, bei welchen ein Träger auf 
drei StUtien als fest angespannt oder kontinuierlich gelagert annäherungsweise 
berechnet werden darf. 

Kapitel VI. 

Allgemeines über statisch unbestimmte Bauwerke und 
die Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren Gröfien X. 

s) ÄllgemeineB. 

In Ergänzung von Kapitel II bemerken wir, daß es als selbst- 
verständlich vorausgesetzt werden muß, die Entfernung der sta- 
tisch überzähUgen Größen so vorzunehmen, daß kein verschieb- 
Uches Bauwerk entsteht. 

V i l 

^;f ^ 1 t „ 

La Abb, 103. C I ß 

Als Beispiel für eine solche Möglichkeit sei ein Träger auf 
drei Stützen angeführt (Abb. 103), der die bekannten Auflager 
haben soll, also ein festes und zwei bewegUche mit zusammen 

') „Die Bedeutung des SteifigkeitsverhältnisBes bei einfachen Rahmen- 
konstruktionen" von Bauinspcktor Schaiff, Hamburg; Armierter Beton 1912, 
Heft 10, 11 und 12. 
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vier Unbekannten. Als überzählige Große können wir jede der 
lotrechten Reaktionen wählen, nur nicht die eine wagerechte, 
da in diesem Falle aus dem festen Gelenk ein wagerecht beweg- 
liches Auflager entstehen und das statisch bestimmte Haupt- 
system unter dem Binfluß der Kräfte verschiebUch werden würde. 

b) Ermittlung der statisch nicht bestimmbaren Größen X. 
(Geometrische Erklärung.) 

Die Figuren a und b des m Abb. 104 dargestellten Stabzuges 
zeigen uns das statisch bestimmte Hauptsystem einerseits be- 
lastet mit den äußeren Kräften 
und andererseits belastet mit den 
überzähUgen Größen, hier X a 
und Xb genannt. 




^ ^ 



Wie schon erläutert, muß ein statisch bestimmtes Haupt- 
system, sofern es als einfacher Balken vorhegt, stets ein festes 
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und ein bewegliches Aufl^er haben, oder es muß ajg Freiträger 
(Fig. a) am freien Ende freie BewegungBmöglichkeit besitzen. 
Beim Dreigele nkbogen als Grundsystem liegt die freie Bewegungs- 
möglichkeit im MJttelgelenk. Die Veranlassung dafür, daß beim 
vorliegenden System das Lager / nicht frei beweglich ist, ist das 
feste Auflagergelenk bzw. sind es die beiden dort wirkenden noch 
unbekannten Größen Xa und Xb oder deren Resultierende Ä. 

Das Vorhandensein der Resultierenden B oder ihrer beiden 
Komponenten Xa und Xb verhindert also eine Verschiebung 
des Punktes /. Diesen Vorgang kann man sich auch ge- 
trennt vorstellen, 

I. Nach der Belastung gemäß Fig. a wird eine Verschiebung 
von Punkt / nach I' eintreten (Abb. 105), welche nichts anderes 
ist und nicht anders zu berechnen wäre als eine Durchbie- 
gung d nach den früheren Beispielen. 

Gegenüber den bisher berechneten Fällen der Durchbiegung 
besteht hier nur der eine Unterschied, daß uns die Richtung 
von d und somit auch die Richtung der anzubringenden Kraft I 
unbekannt ist. Um dennoch die Verschiebung I—I' zu finden, 
müssen wir also zunächst darauf verzichten, die Last 1 gleich in 
Richtung der Resultierenden anzusetzen und begnügen uns damit, 
die lotrechte und wagerechte Projektion von d festzustellen, d, und 
Ai, (Abb. 106). Hierdurch müssen wir als Resultierende d finden. 

Um i, und d^ zu gewinnen, brauchen wir nur unsere 
Arbeitsgleichung genau nach der früheren Weise zwei- 
mal anzusetzen. 

Die Übereinstimmung mit den früheren Durohbiegungs- 
berechnungen möge Abb. 107 andeuten. 

Wollten wir diese Aufgabe wirklich durdiführen, so müßten 
wir analog unseren früheren Berechnungen hier sowohl für die 
eine als für die andere Last 1 Längskraft, Querkraft und Biegungs- 
moment für jeden Stabteil in einfacher Weise bestimmen und diese 
Werte, jedesmal mit den für beide gleichen Wirkungen der 
Verschiebungsgruppe, unter das Integral setzen. Man hätte 
sowohl für Langskraft, Querkraft als Biegungsmoment jedes 
Integral viermal anzuschreiben, weil vier Stabteile vorhanden 
sind. Läßt man diese Vierteilung außer Betracht, so würden unsere 
beiden Gleichungen ganz allgemein lauten : 

. _fNa,-N-ds fV^V-ds fMar-M-ds 



-+i^ 



E-F ^J OkF ^J " M-J 
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93 
daraus also 6, ; 

^- ^'^'-J E'.F ■•".' G-k-F +.' E.J~ '• 
daraos also 1$^ ■ 

d, und d^ zusammengesetzt ergeben dann ö , die Gesamtver- 
schidbung von /. 




Wenn man die Aufgabe nur für die Biegungsmomente durch- 
führt, Bo hätte man für diese allein schon 2-4 = 8 Integrale 
aufzustellen. 

2.. Unter dem Einfluß der bei bestimmter äußerer Belastung 
sich einstellenden statisch unbestimmbaren Größen wird nun in 
jedem Augenblick, wo der freie Punkt / das Bestreben zeigt, 
sich im Sinne von i zu verschieben, diese Verschiebung annuiliert 
(wenigstens wollen wir vorläufig diesen einfachsten Fall an- 
nelimen). Die Resultierende von X^ und. X(, (R) durchläuft also 
nicht den Weg 6, sondern den Weg Null, Wir können uns diesen 
Vorgang auch so vorstellen, daß nach Abb. 104 Fig. a zunächst 
eine tat«äohhche Verschiebung erfolgt und nach Abb. 104 Fig. b die 
Rückschiebung durch die überzähligen Großen. 

Beide Vorgänge zusammen betrachtet liefern uns 
die Möglichkeit, die Arbeitsgleichung so aufzustellen, 
daß wir die statisch unbestimmten Größen daraus 
gewinnen können. Mit dem Wege i = o lauten nämlich unsere 
Unken Seiten der Gleichungen : 1 ■ 0. Zu diesen wirklichen Ver- 
sobiebnngswegen gehörte dann im Innern des Systems die 
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für beide Wege gleiche wirkliche Versohiebungßgruppe, 
welche sich nunmehr aus den Einflüssen der Belastung 
selbst und der statisch überzähligen Größen X, und 
Xi, gleichzeitig zusammensetzt. Um ein Beispiel zu geben, 
seien für die Längskraft N die Kräfte noch näher angegeben. 

1. jV auf die Verschiebung hin wirkend, genannt N,, -CBe- 
lastung). 

2. Diesem N entgegenwirkend dasjenige N, das von der 
unbestimmten Größe Ä herrührt: jV,,, so daß die wirkliche Ver- 
schiebungsgruppe lautet: 

N =^No - Nk. 
Für Na können wir auch schreiben N„a ■ R, d. h. der Einfluß 
einer in Richtung der Kraft B wirkenden Kraft 1 auf N ist mit 
R zu multiplizieren. N^n ist also die Einheit zu N^- 
Somit erhalten wir: « ' ' 

N==Na-N'^n- ST. 
Führt man jetzt anstatt R deren Komponenten'^, und X» ein, 
und nennt man den Einfluß von JT^ = 1 gleich iV^ und den Ein- 
fluß von Xfc = 1 gleich S^, so lautet dieselbe Verschiebungsgruppe: 
JV = JV^ - (J?. . Z, + JV» ■ Z») . 
Die linken Seiten lauten: 

1. 1 .5,= 1 -0 

2. I .^j = 1 .0. 

Sowohl bei der Aufstellung von 1. als auch von 2. 
muB, da jedesmal der Weg = o wurde, im Innern ein 
und dieselbe Verschiebungsgruppe tätig gewesen sein, 
nämlich das soeben angegebene 

JV = JVo - {JV. ■ X, + JVfc ■ X») . 

Wir wissen, daß die Größen X. und Xj entgegengesetzt zu 
uneeren Lasten 1 wirken, welche wir für die Anwendung der 
Arbeitagleichungen benötigen. Unser Ansatz der Arbeits- 
gleichung bezieht sich also auf den Zustand X^ ^ —I 
und X» = —1. . , 1 

Unsere Gleichungen lauten nunmehr : > . ■ 

- (JV(. -JV.-X, ~ JV, ■ Xfc) ■ d& . - ■ -'■ 



-.IE.' 



/'!'.•( >'<i- ''.■■?.- n-jr,)-!!» 



E-F 


i. •'•/•.: 


JM.-{M, 


-U,X.-M,.X,)d, ■ 




E-J • [' 
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.o = fA 



E-F 

M 



iV,-{V^-r.-X.-V,- X,)-d, rMi,-{M,-M.-X.-M,-Xt)-i^ 
V 0-kF V "iE ^/ 

Die Ärbeitsgleichung muß also so oft aufgeetellt 
werden, als Unbekannte vorhanden sind. 

Bemerkung: Bildet man von dem Ausdruck M die partielle 
Ableitung nach X^, so erhält man 

Man kann also für die Werte, welche auf die Zahl 1 
Bezug haben (jtf», Vt und Nt und natürlich auch ebenso 
Mt, Vt und Na), die partiellen Differentialquotienten*) 
der wirklichen Verschiebungsgruppe nach den gleich- 
namigen, statisch unbestimmten Größen einsetzen, also 
i. B. 

J E-J ' ~ jdXi' " ' E-J 

ScbluBbetrachtung xur Arbeitggleicbnng. 

Wir wollen uns darüber klar sein, daß wir zur Ermittlui^ 
der statisch unbestimmten Größen mit vollständiger Umgehung 
der Feststellmig irgendeiner tatsächlichen Formänderung gelangt 
sind, eben nur durch die geschickte Anwendung des 
Prinzips der virtuellen Verrückungen. Wollte man nun 
die unbestimmten Größen nicht auf diese Weise finden, so müßte 
man sie aus den Formänderungen berechnen, was folgender- 
maßen vor sich gehen würde: 

Für das statisch bestimmte Hauptsystem wird die Ver- 
schiebung an der Stelle berechnet, wo später die unbestimmte 
Größe angreifen soll. Dies geschieht, wie bekannt, mittels der 
Arbeitsgleichung oder mittels eines noch später zu betrachtenden 
zeichnerischen Verfahrens (Konstruktion der Biegelinie, Stabzug- 
verfahren usw.). Sodann hätte man mit Hilfe desselben Ver- 
fahrens für eine Kraft = 1 entgegengesetzt zur Richtung der 
gefundenen Verschiebung die Rückscbiebung festzustellen. Nun 
erhält man durch Division der Rückschiebung in die erste Ver- 

>) Tgl. Schlüter, „Höhere Mathematik", Abeati II. 
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Schiebung ganz einfacli die überzählige Größe seihst. So betrage 
z. B. bei einem Hauptsystem (Abb. 108) die wagerechte Ver- 
schiebung, festgestellt durch die Arbeitsgleiohung, 6 cm, die 




Bückschiebung infolge der Kraft 1 an derselben Stelle 2 cm. 
Folghoh wäre die in diesem einfach statisch unbestimmten System 

vorhandene Horizontalkraft X, = -^ = 3 t. 

c) Högliehkeiton für die linke Seite der Arbeitsgteicbuiig 
(Virtaelle Arbeit der Autlagerkrätte). - 

Es sind folgende drei Fälle mögUch, ohne daß die rechte Seite 
sich irgendwie ändert: 

1. Der Angritteponkt der überzähligen OröBen ist starr (wie 
bei unserer Ableitung zuerst angenommen). In solchen Fällen 
sagt man: Die statisch unbestimmten Größen machen 
die Formänderungs arbeit (für uns rechnerisch Ver- 
Bchiebungsarbeit) zu einem Minimum. Man spricht daher 
vom ,,Satz vom Minimum der Formänderangsarbeit". 
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3. Die statisch anbesUmmten Größen können nieht bis zur 
Tollen flegengröBe gegen die VerBchiebnngsbrfifte anvaeheen, um 

jede Bewegung d aufzubeben. Dieser Fall tritt ein, weniMlftS-. 
Lager, wogegen eich die unbestimmten Größen stützen, und 
dem eie erst ihre Entstehung verdanken, nicht starr ist. 
So ist etwa das Mauerwerk als Auflager nachgiebig, zosammeii- 
drückbar, oder der ganze Pfeiler dreht sich. Es steht nun auf der 
hnken Seite nicht mehr 1 • 0, sondern I ■ ^„ , worin iä„ gewisaer- 
maSen den Bewegungsrest von Hin- und Büokschiebung bedeutet. 
Eine solche Verschiebung kann man, wenn sie befürchtet werden 
muß, von vornherein, schätzen, oder sie ist schon durch 
irgendwelche Umstände gegeben. Eier kann man natürlich 
nicht sagen, daß ein Minimum der Formänderungs- 
arbeit vorliegt. 

3. Die überzUiligct Größe ist keine Lagerkraft, wenn inner- 
lich unbestimmte Systeme vorliegen, sondern etwa die Spannkraft 
einer Zugstange eines Zweigelenkbogens oder Rahmens. Unsere 




Betrachtung bezügUch der Beweghchkeit ihres Angriffspunktes 
können wir in solchem Falle naturgemäß nicht auf einen äußeren 
Lagerpunkt anwenden. Wir müssen vielmehr zusehen, welchen 
Weg die statisch unbestimmte Größe im Innern durchläuft, und 
erkennen, daß, dieser von der Elastizität desjenigen 
Teiles abhängig ist, in welchem sie wirkt, so daß daher 
der Weg von der statisch unbestimmten Größe selbst direkt ab- 
hängig ist (Abb. 109). 

Unter Voraussetzungen, wo stets mit einem elastischen Wege J« 
zurechnen ist, könnte man nur dann von einem Minimum der Form- 
änderungaarbeit sprechen, wenn die' elastischen Dehnungen im 

Sebrotar, ElaeDb«tonb«u II. 7 
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X'Stabe TerschwiDdend klein sind. Damit dies nun eintritt, ist man 
bei der Konstruktion darauf bedaclit, die X-Stäbe so stark zu dimen- 
sionieren, daß eine elastische Dehnung so gut wie ausgeschlossen 
ist. So wird man beispielsweise eine Zugstange besser mit 600 bis 
700 kg/cm* beanspruchen als mit 1000 kg/cm*. Bei solcher Praxis 
kann man auch hier überall von einem Minimum der Formände- 
rungsarbeit sprechen. Bei Zulassung einer hohen Beanspruchung 
wäre entschieden mit einer elastischen Dehnung J, zu 
rechnen. 

Während also bei äußerlich statisch unbestimmten Bauwerken 
die linke Seite als eine Funktion der Aufla^r anzusehen ist, 




insofern der Weg, den die Last 1 durchläuft, von der mehr oder 
weniger großen Nachgiebigkeit derselben abhängig ist, so können 
wir sagen: Bei innerlich statisch unbestimmten Syste- 
men ist die linke Seite eine Funktion der statisolijinbe- 
stimmten Größen selbst und wir haben für sie mit 
Hinweis aufweinen Stab zu schreiben 1 ■ J, . 

4. Einzelne SondertäUe. Das Auflager 11 des in Abb. 110 
gegebenen Systems sei vollständig unveränderlich. Für das Auf- 
lageE / betrachten wir nun verschiedene Bewegungszustände, 
wobei Xj immer nach rechts und X^ immer nach oben wirkend 
vorausgesetzt sei. 

I. Bewegung von / nach /'. Es betragen dann die Arbeiten 
der Auflagerkräfte, welche bei der Bewegung entstanden sind, 
mit anderen Worten die linken Seiten der Arbeitsgleichung, für 
den Zustand X„ = 1 = -f 1 . i^ und für den Zustand X^ = i 
= + 1 ■ «äj , wobei 5, und Ö^ die Projektionen von 6 auf die Kraft- 
richtung sind. 
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2. Bewegung von / nach /". Die Wege d, und 6^ müssen 
nunmehr als negativ eingeführt werden, da die Bewegung im um- 
gekehrten Sinne der Kräfte 1 vollendet wird. Wir haben also 
für Za = 1== — 1 • ^fl und für Z» = 1 = - 1 ■ .5s . 

3. Bewegt sich der Punkt / nach 
/'", Bo haben wir entsprechend dem 
Vorhergehenden für Xo = 1 = + i ■ i5b 
und für Xj = 1 = ~ 1 • ij . 

4. Bewegt Mch / nach /"" nur 
wagerecht, s« haben wir für Xg = 1 
= 4-1-0 = und für X^ = 1 
■^ = -^.. 

ß. Wäre / vollständig 
rückbar, so wäre für beide Zustände 
die linke Seite = o. 

Betrachten wir temer den in 
Abb. lU dargestellten Rahmen, der 
dreifach statisch unbestimmt ist. 
Ist Lager // unbeweglich und auch 
das Lager / nur wagerecht verschieb- 
lich, 80 lautet die linke Seite für alle 
drei Gleichungen: 1 • 0. Im allge- 
meinen nennt man die linke Seite 
L', d. h. virtuelle Arbeit der 
Auflagerkräfte für die einzelnen 
Zustände X<,= I,Xfc= l,X, = lu8w. 

d) Das Temperaturglied 
der rechten Seite. 
Es bezeichne e den linearen 
Wärmeausdehnungskoeffizien- 
ten für l'C Änderung der Tem- 
peratur gegenüber dem Wärmezu- 
stande bei der Aufstellung des Bau- 
werkes. Er ist -f- bei Erhöhung und 

— bei Erniedrigung der Temperatur. Der Wärmeausdehnungskoeffi- 
zient £ und die Temperatur t können ebenso wie der Elastizitätsmodul 
£h auf igalsü her längere Strecken konstantangenommen wer- 
den. Die Wärmeausdehnung hat mit den imSystem tätigen 
Kräften nichtszutun.obwohlsieselbstgewisseSpannungenerzeugt. 




07/ W" 



^ :7*^ 
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Während sonst bei Läogenänderung d(A a) eine Lüngskraft N als 
UrsachevorauBzueetzenwar.soisthier anstatt derselben die Deh- 
nung e ■ 1 vorhanden . Unser Integral bezüglich der Längekräfte lautete 
f'Na-N-ds A...-- '..■-- ^' 

J ' E.F ' ^ .. . ..*f...v -'.■ 

und das Temperaturglied lautet daher entsprechend 

e) Vollständige Arbeitsgleichung. 

M 

^1 






fM.iM^ 


-M,-X,-M,Xi,-... 




E-J 
N 


, /■*..(!?. 


-lf,-X,-N,-X,-...) 


r 



IC ',-,''. ... ,' 

^■S' 't.f-g,: 



)■.;» 



, fy^(V, ~ V. -z, - F.^. -...)-d, f 



■ dt. 



Bezeichnen wir die mit der wirldiclien VeiBchiebungsgnippe 
in Zusammenliang stehenden Faktoren unter dem Integral einfach 
mit M, N, V und vernachläasigen wir den Einfluß der Querkräfte, 
so lautet unsere Gleichung 



-=/^ 



EJ ^ E- F 

wird melat kucb wird dui bei Khr 

noch verLBcb' genauer fi«r»obiiuiig 

UUalgb bsiilDlaicMlgt. 

IMe Anwendung dieses Arbeitsgesetzes, aufgebaut auf dem 
einfachen Prinzip der virtuellen Verrückungen, gestattet also 
die Berechnung von statisch unbestimmten Größen mit Um- 
gehung der Berechnung der wirklichen Formänderung 
und ist immer praktisch bei Bauwerken, deren Form geradlinig 
oder nach einfachen Glesetzen berechenbar ist und deren Material 
dem Hookeschen Gesetz folgt, besonders bei ruhender oder gesetz- 
mäßig fortschreitender Belastung. 

I) Die Übereinstimmung der Ableitungen aus der Formänderungs- 
arbeit und der .Arbeitsgleichong (Csstiglianoscher S&tz). 
Es genügt, wenn wir die beabsichtigten Erläuterungen für 

einen Teil der Formänderungsarbeit, z. B. für Biegung, geben. 
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Die FormändeniDgaarbeit beträgt 



~J 2EJ' ' 



Die Formänderun^arbeit bezieht sich zunächat auf alle 
an einem Bauwerk wirkenden Kräfte, Belastungen und Beak-' 
tionen bzw. auch andererseits auf die inneren Spannungen. 

Leiten wii den Ausdruck nach irgendeiner der in M ent- 
haltenen Größen (beispielsweise nach einer der etatisch unbe- 
stimmten Größen X) ab, so erhalten wir zunächst 
öA f2-M-ds 
i)M^J 2-E'-J 
und dann 

&M ■ ex ~ ~dX ■' E-J ' fix - 

Für -^-=r können wir, wie früher gezeigt, M' oder Ma setzen, 

also 

vA _ f M-M'-da 
iX~J E-J 
Die rechte Seite stimmt überein mit unserem auf Grund 
des Prinzips der virtuellen Verrückungen abgeleiteten Arbeits- 
gesetz. 

Darum müssen auch die Unken Seiten gleich sein ; wir erhalten 
also 

^ - iX ■ 

d. b. die virtuelle Arbeit einer der statisch unbe- 
stimmten Größen bzw. die elastische Verschiebung des 
Angriffspunktes dieser Größe ist gleich der ersten 
Abgeleiteten der wirklichen Formänderungsarbeit nach 
der betreffenden Größe. 

Der hier ausgesprochene Satz ist von Alberto Castigliano 
zuerst nachgewiesen worden und wird nach ihm benannt. 

Unser auf Grund des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückungen abgeleitetes Arbeitsgesetz entspricht also 
genau dem Castiglianoschen Satze. 

Inwiefern der Hauptsatz dazu geeignet sein soll, Bestimmungs- 
gleicbungen für die statisch unbestimmten Größen zu liefern, 
und zwar mit Berücksichtigung der verschiedenartigen Beschaffen- 
heit der Auflager, an welchen sie angreifen, oder der elastischen 
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Nachgiebigkeit der Konstruktionsglieder, in welchen innerlich 
BtatiBoh unbestimmte Größen wirken, das zeigt die zuerst 
gegebene Ableitung auf Grund des Prinzips der vir- 
tuellen Verrückungen viel klärer als die von Castigliano 
gegebene Ableitung ausgehend von der Formänderungsarbeit. 
Vielfach wird aber von der Formänderungsarbeit bzw. der Ab- 
geleiteten derselben nach einer der gesuchten imbestimmten 
Größen ausgegangen, weshalb auf diesen Zusammenhang hier 
hingewiesen sein möge. 

Bei der Anwendung des Hauptsatzes habän wir es nicht mit 
der tatsächlichen Formäsderungsarbeit zu tun; auch in 
der von Castighano gegebenen Form der Abgeleiteten der Form- 
änderungsarbeit haben wir es lediglich mit einer Verschie- 
bungsarbeit, und sogar meist nur gedachten (virtijeUen) 
Verschiebungsarbeit zu tun; denn die Abgeleitete der 
Forma ndeiungsarbeit nach irgendeiner der statisch 
unbestimmten Größen ist weiter nichts als die Ver- 
schiebungsarbeit der Kraft 1, welche diese am Orte 
der gesuchten Durchbiegung oder am Angriffspunkt 
der statisch unbestimmten Größe infolge des Weges S 
leistet, welcher hei Anwendung des Gesetzes zur Ermittlung 
von Durchbiegungen der gesuchte Wert selbst ist, bei An- 
wendung des Gesetzes zur Ermittlung statisch unbestimmter 
Großen aber gegeben ist, und zwar als elastische Verlängerung 
oder Verkürzung eines Stabes oder als elastische Nachgiebigkeit 
der Auflager. In diesem letzten Falle wird d, wenn vöHige Starr- 
heit der Auflager vorhegt, zh Null, so daß 



•'■^-äx- 



wird. 



-^-yr ist also auch weiter nichts als die Momentwirkung einer 

Last = 1 auf das System, welche am Orte und im Richtungssinn 
von X angreift. 
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Der Zweigelenkrahmen. 

Kapitel VII. 

Die Gleichung für den Schub hei gleich hohen Kämplern.') 

Bei dem in Abb. 112 dargestellten Rahmen mit einer be- 
liebigen Belastung treten die vier unbekannten Äuflagerkräfte 
Z,, X„ Jj und X4 auf. 

Wir machen jetzt, wie in Fig. a ersichtlich, das eine Lager 
wagerecht bewegUch und erhalten damit das statisch bestimmte 
Hauptsystem mit der äußeren Belastung und die dazugehörigen, 
auf einfache Weise bestimmbaren Auflagerreaktionen. Fig. b 
zeigt nun dasselbe Hauptsystem, aber allein mit der unbestimmten 
Größe belastet, dem Horizontalschub am beweglich gemachten 
Lager /, genannt X^ . 

Natürlich gehört zu den einzelnen Belastungen, bevor wir 
an die Berechnung herangehen können, die Feststel- 
lung der dazugehörigen Auflagelreaktionen. Da die 
Gelenke / und // gleich hoch liegen sollen, so haben wir nach 
Fig. b beim Lager // nur die eine wagerechte Auflagerreaktion 
zu verzeichnen, welche ebenfalls 's:= X^ ist. Würden die Gelenke 
nicht auf gleicher Höhe gelegen haben, so wären die Auflager- 
reaktionen nach Abb. 113 entstanden'). 

Es sind also zunächst gemäß Fig. a die Auflagerreaktionen 
Aa, Bo und C„ für den Belastungszustsnd P^, P^, P, bis P^ nach 
den bekannten Regeln der Statik zu berechnen, bevor man 
zur Bestimmung der Biegungemomente übergehen kann. Genau so 
hat man für Fig. b zunächst die Anflagerreaktionen zu bestimmen. 

Damit die Aufgabe allgemein gelöst wird, woUen wir gleich 
annehmen, daß für den statisch unbestimmten Zustand nach 

■) Vgl auch: lUüller - Breslan, „Die neueren Methoden", 4. Aufl., S. 116, 
and Handbuch für Eiaenbetonbau, 1. AufL, Band IV, Teil 1, S. 494. 

') Später (Kapitel XV) wird gezeigt, daß X, in solchem Falle zveckmoBig 
in Biohtnng der Verhindongslinie der Gelenkpunkte anzunehmen iat. 
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vollzogener Belastung das Lager / 
eine kleine Verachiebung 
nach außen erlitten haben 
möge. Wir etehen also vor einer 
kleinen Vergrößerung der Spann- 
weite. E8 kommt nicht darauf 
an, an^welchem Lager sie ein- 
tritt, sondern daß sie überhaupt 
eintritt. Wir können sie uns 
mit derselben Wirkung auch am 
rechten Lager vorstellen oder ge- 
teilt an beiden. Jedenfalls lautet 
die linke Seite unserer Glei- 
chung, wenn wir dieselbe jetzt 
nach Fig. b mit Ja = 1 aufstellen, 

i' = -l.Ji, 
weil die Last 1 entgegengesetzt 
zu ihrer Richtung verschoben 
wird (vgl. Kap. VI, c) Möglich- 
keiten für die Unke^ Seite). 



Es folgt nun die Bestimmung der rechten Seite der Glei- 
chung: 

>) Gegenüber derselben Gleiohting im genanoten Handbuch (S. 4M) fehlt 
hier noch das Qlied vai BerückBiohtigung einer ungleichmäBig^i EIrw&nnuiig, 
Ruf die wir, entsprechend ihrer Bedeutung, erst apÄtar eingehen (8. 333 u. f.). 
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für diesen Fall also: 

(Ableitung siehe Kap. VI, e.) 

Momente. Bei der Aufstellung dieser wird genau so wie 
früher ein Moment als positiv angesehen, wenn es unten (innen) 
Zugspannungen und oben (außen) Druckspannungen hervor- 
bringt. Genau so wie früher bei Berechnung von Durch- 
biegungen haben wir sodann die Einflüsse der wirk- 
lichen Verschiebungsgruppe und die Einflüsse der Be- 
lastung infolge Xg = 1 festzustellen. Allgemein betreut 
in unserem Falle, wo nur eine Unbekannte (Xa) vorhanden ist. 
M = Mo-Ma-X^. 

Mo = Moment der äuQeren Kräfte, Mg = Biegungemoment 
an einem beliebigen Punkt infolge X„= \, also 

M^=\-y (Abb. b); 
somit haben wir M = M^ — 1 • y ■ Xa 
oder M = Ma — Xa-y- 

In di^er Gleichung kommt^ es richtig zum Ausdruck, daß, 
wie es der Augenschein lehrt, die Momente infolge JT, negativer 
Natnr sind. Für die Belastung X^ = I allein wäre also 

M.= -l.g= -y(yg\. ^= -y] . 

Längskr^te. Die wahre Längskraft an beliebiger Stelle ist 
allgemein N = Na — N,-Xa. 

Na = Einfluß von X^ = 1 auf die Längskräfte, an und für 
sich = 1 • cosa (Abb. 114); also 

N = No— l-co6«-X. 
oder N = Na — Xa-coB«. 

Für den Belastungszustand Xg = 1 ist 

iVfl= — 1 ■ C08Ä = — ooB« (vgl. j^ = —cos«] . 

Querkrätte vernachlässigen wir. 

Temperatuiglied. Hierin haben wir nur für Na den Wert 
— cosä einzuführen. 

Unsere ganze Gleiehung lautet somit 



f/*^"- 



^„ ■ cosa). (— cos«) -d« , 1 , , . j 

E-T +/e-l-(-C08«).<t!, 
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ausmuitipUzlert 



fJHo-y-ds _ fy'-d£ fNp • cos at ■ d.« 
-^'"-J E-J '^'^•'IMrj'l E-F 

_ /-oos*« -da [ j 



ff 



Innerhalb der einzelnen Stabstücke, über welche' zu inte- 
grieren ist, dürfen wir E und J als konstant voraussetzen, so daß 
diese Bezeichnungen vor die Integralzeichen treten. 

Um E fortzuschaffen, multiplizieren wir dann die ganze 
Gleichung mit £; außerdem erweitem wir dieselbe mit noch einem 
mittleren Trägheitemoment J«'), wodurch sieb ein weiterer 
Vorteil zeigen wird: 

.■'■+X..fy'.ä,y-J 



-Jl-E-J„ 



-\M.. 



— / iVg-cosa -ds-' ^ + Za /co8*« -ds- -^ — £1 t-cosx •de-E-Jg, 

Die Glieder mit X^ abgesondert: 
X« [/V' • «fe ■ 7 +/ cos*« ■ tfa . ^] =|jlf . j/ ■ Ä. ■ '^" 

+ jNa-ctax-dt--- +e-E-J„lt-co8C(-d8-Jl-E-J„, 



X, 



JMo-y-ds-'^J +JN^-eOBx-de-'^^ +e-E'J^jt-cos(xds~Jl-E-J„ 

jy^.ds- j +lcoB*ix-ds- -p 

Der Einfluß des zweiten Zählergliedes und des zweiten Nenner- 
gliedea ist außerordentlich gering und höchätens bei flachen Bögen 
>) Wild in Hüller -Broalav J, genannt. 



□ igilizedby Google 



107 

von einiger Bedeutung; di^e Glieder stellen uns nämlich den 
Einfluß der Normalkräftc dar, auf deren Mitberiicksichtigung 
wir erst später zurückkommen werden'). Das Verhältnis von 

- p nennen wir v. Dasselbe wird, wenn wir J^ so wählen, daß es 

den am meisten vorkommenden Tri^heitemomenten entspricht, 
für viele Stabteile = 1. Es kommt also nicht darauf 
an, die Trägheitsmomente der zu berechnenden Stab- 
teile vorher zu kennen, sondern nur ihr Verhältnis 
zueinander. 

Somit lautet unsere Gleichung 

[Mo ■ « ■ t' ■ rf« + f ■ iS • f/mft ■ cos« 'dtt — E-Jm- AI 

X=H=-' ^— — -. - .- -•' ■ ^— . 

ly^-v-ds 

In beiden Gleichungen hängen die Nennergrößen nur 
von der Form des Bauwerkes ab und haben also nichts 
zu tun mit den Einflüssen der Belastungen, welche wir im Zähler 
vorfinden. Der Zähler enthält nacheinander den Einfluß der 
Belastung im statisch bestimmten Hauptsystem, dann den Einfluß 
einer Temperaturverändemng, sehließhch den Einfluß einer hori- 
zontalen LAgemachgiebigkeit._ Je nach dem Grad der Genauig- 
keit, welchen wir wählen, haben wir es nun in der Hand, den Schub 
zu bestimmen; jeder Einfluß ist getrennt auszurechnen. 

Bei gewöhnlichen Projektarbeiten genügt voll- 
ständig der Einfluß der Belastung mit der Gleichung 

f jHo yv-ds 



X„-H = 



fy* -v-ds 



Kapitel Vm.' 

DurchtührimgMer Berechnung eines Zweigelenkrahmens 
mit direkter Benutzung der im Kap. Tn abgeleiteten In- 
tegralformeln (Rechnerische Auswertung'der Integrale).^) 

Einfloß der Belastong. 

1. Zu ermitteln sei der von der Belastung herrührende 
Horizontalschub H^ des in Abb. IIS dargestellten Bahmens. 

') Seit« 240 und 333. 

>) Utdretur vgl. Kap. VII. 
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Dae Trägheitsmoment J, des Ri^els sei n-mal bo groß als 
das Trägheilsmoment J, der Stiele. 
Allgemein ist 

Hp = ■ - — . 



'^■- 



MM 



■^^ "" ^ > i *• 



Zip 



Die Integrale sind für jeden Rahmenteil auszuwerten, also 
für zwei Stiele und einen Riegel. Zunächst müssen wir uns klar dar- 
über werden, welchen Wert v für jeden dieser drei Stabteile hat. 

' Es war v = ~ , worin J^ ein beliebig gewähltes und J je 

daa Trägheitsmoment des betreffenden Rahmenteiles selbst sein 
sollte. 

Wir wählen hier J^ = J, ; dann ist 
für deri Riegel 



' J, 



= l, 



für die Stiele 



V == -i- = M . 



Auflösung der Integrale: £s muß sowohl für das Nenner- 
glied als auch für das Zählei^lied die Auswertung für 3 Stab- 
teile erfolgen. 
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NennerforrngTöße: 
für die Stiele 


Es ist 
11 


IV 


= 


i\n-jy 


M 


für den Riegel 


..„.- 




II 
Also Nennergröße 

jy^.vd 




■y-ldx = 




ZählergröBe: Für das statisch bestimmte Hauptsystem 
(den einfachen Balken) ist die von der Be- 
lastung herrührende Momentenfläche eine li / 

Parabel mit der Pfeilhöhe und der 

Ziilnge l (Abb. 116).. Die Momentenfläche 
hat also dieselbe Form wie bei einem ein- '^- ^x 

fachen Balken ohne Stiele, Da für die *'>''■ i"- 

Stiele ein M^ nicht vorhanden ist, so wer- 
den auch die Integrale für die Stiele = 0. Es liefert also nur der 
Riegel einen Beitrag zum Zählerintegral. 

ni I 

\M^ ■if-ds-v = ( Ma •y-d8-v= 1 • A ■ / Jf(, ■ dx : 
n e 

Das Integral /Jtfo-dx bedeutet weiter nichts als den Inhalt 

der Momentenfläche. 
Also Zählei^öße 

-"■s-T"'-— f2 ■ 

Der Schub beträgt demnach 
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Das -{--Zeichen bestätigt unsere erste Annahme, daß der 
Schub nach innen gerichtet ist, wie überhaupt ein positives Er- 
gebnis stets als eine Bestätigung der Annahme des Bichtungs- 
sinnes einer Kraft oder eines Momentes aufzufassen ist. 

2. Unter Annahme der in Abb. 117 gegebenen Abmessui^n 
seien nunmehr die auftretenden Spannungen zu untersuchen. 

-7'^'^A' ff.egel St.cU 





Zunächst haben wir für den vorhegenden Fall n auszurechnen, 
da die Abmessungen bereits gegeben sind. Liegen die Abmessungen 
noch nicht vor, so ist n (bzw. v) zunächst zii schätzen und später 
die Übereinstimmung mit dieser Annahme nachzuprüfen. 

Es beträgt 

J,= -„-15.2ß=-h2-15.4-10»') 
= 19 531 + 12000 = 31 531 cm* 

J, = ~. 15.20»-!- 2- 15- 4- 7,5» ' 

= 10 000 -I- 6750 = 16 750 cm* , 






3r531 
16 7 50 ' 



') Nach den neuen Beatimmungen vom 13. Jtaxoax 1916 § 16, Ziffer 1, Ab 
a»ts 2 ist bei der Ermittlung der äußeren Kräfte itatisch unbestimmter Ge- 
bilde mit n — 10 zu rechnen. 
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(Ohne Berücksichtigung der Eiseneinlagen ra == irTorio ~ ^'^^' 

= 1,95.) 
Alflo der Nenner 
N=l2-h-l\+ |-n- *) = 12-3,0.(l+ ^ ■ l,88.|t^) = 12.3,0.1.94 



nd somit der Horizontalschub 

700 . 4,0' 



h 161 kg. 



Nachdem somit alle Auflagerkräfte bekannt sind, können 
wir den Momentenverlauf aufzeichnen. 
Ma in der Balkenmitte beträgt 

0,700-4,0« , ,^ ^ '■ 

— — - — '■ — =l,40mt. ■ ^^ 

Für die Stiele ist Ma = 0, bo daß zunächst Fig. a in Abb. 118 
entsteht. 

Einfluß des Horizontalsohubes (Fig. b). 

Für die Stiele 

Jf„„ = —ff - A = — 161 . 3,0 = —0,483 mt, abnehmend bis 
auf im Gelenkpunkt. 

Über den Riegel pflanzt sich daß Moment —0,483 gleich- 
mäßig fort, da für jeden Punkt desselben die Höhe h konstant ist. 
Die Zusammenfügung beider Flächen ergibt die wahre 
Momentenfläohe Fig. c. 

Zu berechnen bzw. DfMshzuprüfen wäre nun der Mittelquer- 
schnitt des Riegels für das Moment -|-0,917 mt. 

Es liegt ein Fall exzentrischen Druckes vor; und 
zwar ist die in dem Riegel tätige Kormalkraft aus den Reaktionen 
zu berechnen und beträgt hier lediglich 161 kg*). Die Exzentrizi- 
tät, welche bei unsymmetrischen Querschnitten vom Schwer- 
punkt des Querschnittes aus zu messen ist, beträgt 

M 0,917 ^ „„ 
^- N = 0,161= '''''^' 
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»o daß in diesem Falle 



e = 670 - -s- = 657,6 cm (AH). Hü), 




Dioitizedb,Go6glc 



Naoh Band I^) iet nun 
15 15 ■(—557,5) 

-e.-TFTirö-''- 2.15.4V ■''-[^■'-''"•°'^'°J-'' 

= 2 . 2,6' + 26" - (2 . 2,6 - 667,6) ■ 26 
^ +6ö,6aT»+ 1140a: = 14 460, 

woraus a: = 8,4cin; 



'■'k' 



= 35,8 kg/cm* 



15.(22,5-8,4) 



.6,9 



■ 900 kg/em». 



0.'= 36,8 . 15 -^^ = 377 kg/om". 



Kontrolle: 


A + ß. - Z.'- 1«1 kg , 


B. 


= 35,8 . 8,4 . -^- = 2263 kg 


D. 


^ 4,0 . 377 = 1608 






Z. 


= 4,0 . 900 - 3600 




Rest 161 kg 



*) Schlüter, „EUenbetonb&a: Säule und Balken", Verlag 
MenBer, Berlin, Anzeige uu Schluß. 

SshlOttr. Elienbalonbau II. H 
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Schwerpunkt deBBtatisch wirksamen QuerSehnittes (von der 
Oberkante aus) 

--- ' +15. 4,0(2,5 + 22,5) 

Sn = ■ = 8,25cm. 

" 15 . 8,4 + 15 . (4,0 + 4,0) 

Mit dem dadurch 12,60 — 8,26 = 4,26 cm höher ausfallenden 

Achsensystem des Rahmens ei^eben sich die Spannungen von 

oj, = 37,0 kg/cm», a,' = 390, o, = 920 kg/cm^ Kapitel XVI a bringt 

nähere Einzelheiten über die Feststellung der zugrundezule^enden 

Systemeichse. 

Prüft man vergleichsweise die Spannungen naoh für nur 

einfache Biegung, so erhält man, da ein Fall doppelter 

Armierung vorliegt ^■' 

15. 8.0 , t' ' 

x=~ ■ - * +j'8M^8'25-=8,2cm/ 

und 

Die zuerst aufgestellten Trägheitsmomente bezieben sich auf 
den vollen Querschnitt, also mit Berücksichtigung des 
Betons in der Zugzone. "Über die Berechtigung dieser Annahme 
bei Rahmenberechnungen siehe Kapitel XVIa (vgl. auch die an- 
gezogenen Bestimmungen § 16, Ziffer 1). 

Einfluß der Temperatur*). 

3. Es soll nun für den Rahmen (Abb. 120) der Horizontal- 
schub Ht abgeleitet werden, und zwar für den Fall, daß die Tem- 
peratur im Riege] (,"0 und in den Stielen t,° C gegenüber der 
Temperatur bei der Herstellung beträgt. 
Allgemein ist 

£'E- J„/i-co8« -ds , 

y^-dJ3-y 
Das NennergUed ist nach Beispiel 1 

Ar=2.».*' + *'.! = 4>.(.(l + |.».*). 

Das ZählergUed ist wieder für die einzelnen Stabteile zu 
deuten. 

') VorBohriften über die BerUcksiohtigung der W&rmesohwaakungen und 
dea Schwindens in den nenen Bestimmungen vom 13. Januar 1916, § 15. 
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Für die Stiele ist cosa = cos 90° ■= 0; diese liefern also keine 
Beiträge zum Zählerintegral. Für den Biegel ist cosa = cos 0=1 
und daher 



/ 1 ■ cosÄ •d8 = lr'\- fds — t,-l. 



Somit lautet unsere Gleichung 




B,-- 



1 + : 



oder 

_E-J!-Jr-tr 

" 3 ■ " ' i) 

Bei Temperaturzunahme ist erklärUcherweise Ht nach innen ge- 
richtet, also +, bei Temperaturabnahme nach außen, also — . 
4. Für den vorliegenden Fall sei die Größe des Horizontal- 
schubes für einen Temperaturunterschied von ±30° Czu ermitteln. 
Für Eisenbeton ist e = 0,000 Ol pro 1 " C>), 

iJr- 210 000 kg/cm»»). 
Femer war 7, = 81 531 cm*, 

A = 300 cm 



und 
Demnach 



i + . 



■) B«8timmuiigen vom 13. Jannor 1916, S 15 ZÜfer 2, Absatz 3 i 
*) Deagl BestimmungeB S 16, Ziffer 1, Abeatz 2. 
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Dieser Einfluß kann also die aueBchlaggebenden Momente 
entweder vergrößern oder verringern; aUgemein ist if, für Zwei- 
geleokrahmen von nur geringer Bedeutung. 

Einnnfi der Laigernaehgiebigkeit 

6. Zum Schluß eei noch der Einfluß einer zu erwartenden 
Lagemachgiebigkeit, die zu Al = 0,6 cm angenommen werden 
soll, untersucht. 

Allgemein ist E -J ■ dl 

also hier 

210000. 31 531 ■( + 0,5) 

^■" = 300«. 400 -1,94 - ~ "'^ *•«■ 

Die Einflüsse von Lagemachgiebigkeit und Temperatur sind nur 
8o weit 2U berücksichtigen, als für gewisse Teile des Rahmens 
größere Momente dadurch verursacht werden können. 

Kapitel IX. 

Die geometrische Deutimg der nnter Kap. Tu ab- 
geleiteten Int^aUonneln*). 

Die Linie /— // (Abb. 121) bedeute ein beliebiges Rahmen- 
achaenstück, worüber wir nach Kap. VIII die J/(,-Fläche auf- 



Abb. 121. 



') VgL Müller -Breslau, „Die neueren Methoden", 4. Aufl., S. 126 f. 
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H = 



getragea haben, hier genannt daa Teilfitück derselben F^. Das 
Trägheitsmoment von / bis // und die Temperatur t seien kon- 
stant angenommen. Wir bestimmen nun den Einfluß dieses Stab- 
elementes auf die einzelnen Integrale unserer Gleichung 

fMo-y-d8-v + £-E-J„-lt-coa(x-d8~E-J„-Jl 

jy^-vds 

1. Beitrag zum Nennerglied. 
Da V konstant ist, so bedeutet j y^-ds wie ersichtlich das 
Trägheitsmoment des Rahmenachsenstückes 3 bezogen auf die 
durch die Auflagergelenke gehende Achse; es ergibt sich in ein- 
facher Weise zu 




aus J = J, + 3 ■ e* nach Abb. 122, wenn man für /, als Ergebnis 



fy^-vd3 = -'^-{H' + H-h+h'). S ' ■'> ' 

1 ' ^ 

2. Beitrag zum ersten Zfibler^Ued. 
Mit Ausscheidung von v bedeutet Jf^ • da ein Differential 
der Fläche F^ und y den Abstand des auf die Rahmenachse pro- 

') Vgl Müller -Brealaa, „Die nenereo Methodea", S. 128. 

^) Ableitung in Sohlater, „Höhere Mathematik", Nr. 33 und 34. 
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jiziertea Schwerpunktes dieses Elementes von der Auflagergelenk- 
wagerecbten. Das Integral bedeutet somit: Inhalt der ganzen 
Fläche Fa X Abstand / ihres auf die Rahmenachse projizierten 
Schwerpunktes von der Gelenkaehse, also 
I 



3. Beitrag zur TemperaturgröSe. 

Mit i konstant verbleibt nur die Deutung /cos« -da; wir 
erkennen darin die Horizontalprojektion a' unseres Bahmen- 
achsenstückes s {«' aus Abb. 121), also: 
n 

jt-cosa ■ ds = t • s' . 

Ba nun ein beliebiger Rahmen aus mehreren Stücken I—II zu- 
sammengesetzt ist, so erhalten wir allgemein 

2'[^(«'+^Ä+Ä«)] 

Während Kapitel VIII einen W^ zeigt, wie man die Glei- 
chung für den Horizontalschub analytisch aufzulösen hat, gibt 
Kapitel IX ein allgemeines Resultat für die geometrische Auf- 
lösung. Das Resultat von Kapitel IX verdient gegen- 
über dem in Kapitel VIII den Vorzug, weil es — allgemein 
gehalten — keinen bestimmten Stabzug voraussetzt. 



Kapitel X. 

Beispiele mit Gebrauch der in Kap. IX gedeuteten 
Integralformeln. 

Beispiel 1. Der symmetrisdie Rahmen mit einfach gebrochenem 
Riegel. 

Für den in Abb. 123 dargestellten Rahmen sei der Horizontal- 
schuh Hp, herrührend von einer gleichmäßigen Belastung 
von 300 kg per lfd. m Horizontalprojektion, zu ermitteln. 

Das J, des Riegels sei von vornherein zweimal so groß als das 
J, der Stiele angenommen. 
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Wählen wir Jm = Jr> dann ist für den Riegel 



und für die Stiele 



7=*- 






Wir bilden zunächst die Nennergrö&e. Da der Rahmen 
symmetrisch ist, so brauchen wir die Rechnung nur für eine 
Hälfte durchzuführen. 

Allgemein 

Nenner = ^f ^'^ -{H^ + H k + A«)] 



3"*tA 



iHlimmifi 




-3,2-0 + 0*) 

Biegelhälfte 

= 271,4 m'. 

Zählerglied : Allgemein ^v ■ Fo- f . 

Dazu ist erst die ^Q-Flä«he für das statisch bestimmte Haupt- 
system mit der Parabelhöhe ' o ' ~ * °'^ aufzuzeichnen 

und auf die Rahmenachse zu übertragen (Abb. 124, a), wobei die 
einzelnen Ordinaten der Momentenfläche ihren Wert beibehalten. 
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während aus der Länge 6,2 m bis Bahmenmitte schräg gemeaeeo 
5,73 m vird. Somit wiid für jede Hälfte 

und das zugehörige / = 3,2 + -^ ■ 2,4 = 4,7 m. 

Also im ganzen ^v-F^-f=^2- 16,3 ■ 4,7 == 144 tm> und 

"' = + 21% =+'■'''■ 

Im Firstpunkt des statisch bestimmten Hauptsystems be- 
trägt das Moment infolge H^M = 0,53 ■ 6,6 = —2,97 m t und in 
Höhe der Stiele M = 0,53 ■ 3,2 = —1,70 m t {Fig. b). Die wirk- 
liche Momentenfläohe erhalten wir durch Zusammensetzung der 
M^-¥\äßh» und der H-Fläohe (Fig. o). 

Für denselben Rahmen sei der Einfluß einer Tempera- 
turänderung von ±30° C auf der linken Seite und ±10° C 
auf der rechten Seite untersucht. 

Allgemein ist 

"'" N 

Für die Stiele ist s' = und für die Biegelhälften je 6,2 m, also 
^t-a' = ±[30°(0 + 5,2) -I- 10°(6,2 -|- 0)] = ±208 m". . 

Demnach 

0,00001 -2 100000-2 08 - /, 

271,4 ' 



ff< = - 



worin E in f/m.*, J, in m* auszudrücken ist, so daß sich H, in t 
ergibt. 

BeiBpial 2. Der uoByinmetrisehe Rahmen mit Terschiedener Be- 
lastuDg. 

Der in Beton und Eisen 1911, Heft 10, behandelte beider- 
seits eingespannte Dachrahmen soll hier unter der Annahme einer 
gelenkartigen Auflagerung (Abb. 125) und unter der verein- 
fachenden Annahme gleicher Trägheitsmomente für alle Stab- 
stücke, ohne Einfluß von Temperatur und Lagerverschiebung, 
berechnet werden. 

Wir wählen J„ = J, dann ist für alle Stabteile v = 1. 
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Allgemein 



^v-Fo-f 




Man findet die beiden Bruchglieder am besten mit Hilfe der fol- 
genden Zusammenstellungen. 
Nennerglied (vgl. Abb. 129): 



Swb 


1 1,0 


H 
1,0 


h 


H' 


H-h 


* \E* + H-h-i-h- 


... 


ab 





1,0 





1 


1.0 


bc 


1 ■ 2,70 


3,5 


1.0 


12,25 


3,5 


1 16,75 


45.20 


cd 


1 4,03 


4.0 


3,5 


16 


14 


12,25 42,25 


170 


dt 


1 4,0 


4,0 





16 





16 


64 



I. Nenner = 2B0,2< 



N = — ^ =93,5m^ 

Zählerglied : 

Das statisch bestimmte Hauptsyatem ist wieder ein 
fachet Balken von der Spannweite 5 m (Abb. 126). Die i 
li^erreaktionen betragen 

2,4.4.0.2.0+1,2. 4,5_ 
" 5,0 

ßo — 2,4 . 4,0 + 1,2 . 1,0 - 4,92 = 5,88 t. 
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Für diesen wird nun die Momentenfläche aufgetragen, was 
in bekannter Weise durch Substituierung von Einzellasten für die 
Streckenlasten erfolgt (siehe Abb. 127). Die so gewonnene Momen- 




;.-i 



■ •^■- 



tenfläche wäre auf den geknickten Riegel zu übertragen, fei der 
weiteren Arbeit begegnet man nun Schwierigkeiten, da die Teil- 
stücke der Momentenfläche sowie die Abstände / unbequem zu 
berechnen sind. Man schlägt deshalb folgenden Weg ein: 
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Nach Abb. 128 und 129: 



SUb 


V 


F> 


/ 


• - -F. - / 


ab 


1 











bt 


1 


+ i -2,70- 4.92 — +6,63 
-^■2,70.0,60 = -0,54 


1,0 + 2.5-1-2^67» 
1,0 + 2.0- 1-2.88.. 


+ 17,70 
- 1.55 


cd 
de 


1 

1 


+ i- -4,03.23,52= +47.4 

-4 ■4.03.19.2 25,9 

. ' 


3.5+ f- =3,67,, 

3.5+^-3.63.. 




+ m,oo 

- 93.00 




£vF^-f=t+M,\S 



Nenner 



= +l,03t. 




Die durch diesen HorizontalBchub erzeugte Momentenfläohe 
ist nun mit der urBprünglicben Jf^-Fläche zu kombinieren, genau 
ao, wie dies in Torigem Beispiel getrennt vollführt wurde. Abb. 130 
zeigt die endgültige Momentenfläche; für den Riegel liegt das 
größte Moment außerhalb der Mitte. 
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Beispiel 3. Allgemeine Behandlang eines einlft<^l>«n rechteckigen 
Rahmens mit wagerecbter BelaBtoDg. 

Eb sei eine Einzellast in beliebiger Lage angenommen (Abb .131). 
Das Trägheitsmoment des Biegeis sei n-mal so groß als dasjenige 
der Stiele. Wählen wir ■/„ = J„ dann ist für den Riegel 

für die Stiele J„ J, 



t- 


i ^Ji 


" 


"r 
j 


-Jr 


% 


i 


/ 


-■- 




Abb. 131. 





Wir nehmen das bewegliche Auflagergelenk auf der b«Iasteten 
Seite an. 

Reaktionen und Momentenflächen dea statisch bestimmten 
Hauptsystems zeigt Abb. 132. 

Reaktionen: Beim festen Auflager wagerecht W ; für beide 
als Gegenwirkung zu dem Moment IT ■ y die lotrechten Reak- 



tionen ± - 



W-y 



Als Nennerglied für diese rechteckige Form erhielten wir 
schon früher / 2 K\ 



Zählerghed : 
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2 2 



(Generalnenner =6) 

= —^-{3-x'-h-n-x>-n+3-xl-h + 3lh'+2-k'.n). 




H = 



W-{3-x*-h-n — x^-n+Z-x-l-h + Z-l-h^+2-h'-n) 



3 ■• ll 

Das wäre eine allgemeine Formel für den Horizontalschub bei 

beliebiger X<age der Last W. 

Sonderfall: a; = (Abb. 133, Fig. a): 

_ W (3^ ^-^'+2^' . jO 
_ __ , 



a = 



...,.(i+j.„.^)' 



H = 



W 



Das — Zeichen deutet an, daß der Schub nach außen gerichtet 
ist, also positive Momente erzeugt (Fig. b). Nach algebraischer 
Addition beider Momentenflächen sowie der Auflagergrößen erhält 
man dann Fig. c. 
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+ 


K' 




m. b. 




A 




/-, 
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BeiBplfll 4. Der einlaehe reehteebige Rahmen mit einer gleicIimSfiig 
verteilten wagerechten Belastung (Abb. 134). 
Ea sei vieder für den Riegel v = 1 und für die Stiele v = n. 
Hit Iwweglichem Lager a erhalten wir die in Abb. 136 darge- 
stellten Mo-Fläohen und Reaktionen. 




Z&hlei^Iied: 



Stab I V I 



^T 
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= --2~;(ll-»ft+18i) 



wh-jlln-h + ia-l) 



24-i- 1+^- 



Beispiel 6. Der eintacbe reehtoekige Rahmen mit «inseitigem Erd- 
dnick (Abb. 136). 




Die Jfo-Momente und Auflagergrößen für das Btatiech be- 
stimmte Hauptsystem sind in Abb. 137 dargeBtellt. Es aei wieder 
für die Stiele v = n und für den Riegel v = l, also NennergröSe 



•M' + s 



Bestimmung der Zählergröße. 

. Den Einfluß der Seitenbelastung des Pfostens auf da« Zähler- 
gljed ermitteln wir am besten analytisch wie folgt: 

Wir nehmen zunächst den Erddruck über den ganzen Pfosten 
konstant an (Abb. 13S), wobei sich die Momentenfläche als Parabel 
ergibt ; dann subtrahieren wir die von dem ergänzenden Erddruok- 
dreieck hervorgerufene kubische Parabelfläohe und erhalten die 
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in Abb, 138 schraffierte M„-F\ä.ch.e. Das Moment an beliebiger 
Stelle a; ist - ■ '■■ -_■.■- ' '.v/.;:- ' ■ • ■ ,; ,;; '._'."-—.!'- 

p-x* p-x' e. t •. -j ■ ■ 



M,. 



und das Differential der Jo-Fläche 



dF^ = 



(p-x^ _ P;^\ 
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also 



■ p-x'' p-x'\ 



Das statische Moment von Fg bezogen auf die Auflagergelenk- 
,\f^gerecht6 ist 



f.-/-/f 



p-x' PjJ^x 





»' /■■ 


< 


/•„■/ = 




Somit erhalten wir 



j x'-dx- 



p-h* p-h^ 
~8 äö" 

U-p-h * 
120 



Stab I f 1 i-, {ff 



11 ■ p ■ A* 






Demnach ,/11-A-» 5 h-n\ 

oder ^ /31 A-n , 6\ 

„ ''•^•U-r + gJ 

= - e.(> + |.„.|) ■ ■ 

Zu dieser Gleichung können wir auch auf die Weise gelangen, 
daß wir in die allgemeine Gleichung (Beispiel 3) für W ein Diffe- 
rential des Erddruokes (siehe Abb. 139) 



Digitizedb, Google 



einsetzen und dann die Gleichung zwischen den Grenzen von und 
h integrieren, also 



— /" 







Beispiel 6. Ber unsymmetrische Rahmen mit Winddruck. 

Der in Beispiel 2 berechnete Daohrahmen soll nun für einen 
horizontalen Winddruck von 150 kg/m* untersucht werden. Die 
Binderentfemung betrag 6 m,' somit der Gesamtwinddruck auf 
jede Seite = 4,0 • 5,0 - löO = 3000 kg. 

1. Wind von rechts {Abb. 140). Es ist hierbei gleichgültig, 
welches Auflager als bewegUch gewählt wird. Erwählt man dafür 
das linke, so ergeben sich die in Abb.' 140 angegebenen Reaktionen 
und die in Abb. 141 dargestellten Jlfo-nächen. 

*) Im AosohluB a,n diese allgemeiD gohaltenen Beispiele sei auf die Formel' 
mmminng yon Dr.-Ing. A. Kleiologel „Rahmenformeln" verwieeen, 
welche für einfache Rahmen aller Art gebrancbeferlige SohluGformeln fär Lagei' 
faUte and Momente in den häufiger wiederkehrenden Belastnngafallen angibt. 
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Zählerglied : 



+ 2 ■ 2,7 ■ 1.2 = H- 1,63 1.0 + 2,5 - - = 2,67 m 
+;i,2 - 4,03 = + 4.85 3,5 + -- = 3,75 ., 



+. 


4,03 


■4,8 = +-0.70 


3,5 + 0.5 


1=3.84,. 


+ 37,4 


4 


12.0 


. 4,0 = +24.00, 


4,0 


1-.-.. 


1 +64,0 


l 

^^3 


4.0 


8,0 = - 8.00 


4.0 


i..».. 


j -24,0 




i. ■ *■, . 


/ - +M,9-2 
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Das Nennerglied war nach Früherem 93,5, also 

99,92 

93, ö 




Abb. 142 stellt uns die wirklich auftretenden Momente und 
Aufla^rgrößen dar. 

Nimmt man für dieselbe BeU^tung das rechte Lager als 
beweglich an, so bewirkt es keinerlei Veränderung in dem schließ- 
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liehen Ergebnis (Abb. 142), nur gewinnen wir hier lurZ/ den rechten 
Gegendruck (— l,Ö3t); mit derin Abb. 143daigestellten Jf^-Fläche 

ist Z*>-^o-f = - 181,0 tm> und H = -^^~=- l,»3t; die 

Reaktionen von Abb, 142 und 143 stimmen überein. 

2. Greift der Wind von links an, so können wir, ohne 
einen zu großen Fehler zu begehen, auf eine Zerlegung des Wind- 



rS*^^ 


--n 


-12, o 


\V;5-- 


^ 




// 




" / 


iL o.«*' 
i 




/ 


^ 


^ i 


l^ 


.1.2- 




1.2- 


.1,2. «t. 








-C___ 


b.on*t 



druokes in zu den Dachflächen normal gerichtet« und parallele 
Komponenten praktischerweise verzichten.- Wir arbeiten also 
mit einem wagereohten Winddruck w auf eine lotrechte Wand 
von der Pirsthöhe Abb. 144. Der Gesamtdruok beträgt somit 
wieder {um bei demselben Beispiel zu bleiben) W = 0,75 • 4 = 3 t. 
Machen wir das linke Lager wagerecht beweghoh, so entstehen 
an den Auflagern A und B die lotrechten Reaktionen 

und am festen Lager B die wagerechte Reaktion IC = 3 t. 

Nehmen wir auch gleiche Trägheitsmomente an, i>o ändert 
aioh nichts an dem eben vorher gewonnenen Nenner. 
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Wie aus der Abb. 144 ersichtlich, entstehen auf der sich bis 
zum Firetpunkt d erstreckenden Windseite negative Momente, 
1} infolge ^ i als Dreiecksfläche und 2) infolge w als Parabelfläohe, 
die entspreoheod ihrer Xiage auf die zwei bzw. drei Stabstücke ab- 
zuwickeln wären, auf die sie einwirken, während auf dem rech- 
ten ^Stiel, da dieser vertikal ist, nur eine dreieckige Momenten- 
fläche erzeugt wird infolge W = Zt. 



t\ ' 


Ifl 










7 


o" 




^^ / 






/ i 


. — /— , 




/ 




^ 




fj^ 




B 






>^ 





Verliefe dieser Stiel bis zum First d auch geknickt (Abb. 145), 
so erhielte der Stab dd' außer dem Einfluß von W auch noch den 
von B\ . 

Zur Bildung des Zählergliedes betrachten wir am einfachsten 
den Einfluß jeder Kraftwirkung, links und rechts vom 
Firstpunkt, getrennt. 

Der Einfluß der Reaktionen an sich bietet dabei nichts Neues. 
Die Übertragung der linken, bis zum Firstpunkt in Betracht 
kommenden Parabelfläche auf die drei Stabstücke bietet auch 
keine Schwierigkeiten, ebenso nicht die Bestimmung der jeweils 
auf einem Stabstück ruhenden Teilfläche. Bekanntlich ist der 
Inhalt der schrägliegenden Flachen gleich dem der Vertikalpro- 
jektion multipliziert mit dem Verhältnis von wirklicher Stablänge 
zu seiner (Vertikal-)Projektion (Abb. 146). 

Also 

F^ (auf 8) = F'o-", . 
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, Die BeBtimmung des Schwerpunktes zu der direkt (durch 
Differenz zweier Parabelabsohnitte) ausgerechneten Fläche Fö 
bzw. F^ bereitet jedoch einige Umstände. ' 

Man erhält das für jedes Stabstück entstehende 
Ff,-f einfacher durch direkte Auflösung des Integrals 




• y ■ ds • V. Für daa Stabstüok b c ergibt sich mit allgemein 
I ' n -.y-ds-v und mit v = 1 und da^dy- , 



fw ■ y* 



äy-:-- 



y'dy = 



W 8 (kt_ht\ 



M„-yds= , ■ 



■ {k* - kl) . 



Diese Formel gestattet für jeden Stab sofort die Bestimmung 
des Zählergliedes infolge der gleichmäßigen La«t u>; bei Vertikal- 



Stäben, 



- b, ist 



Zum Schluß erfolgt die Addition der Einflüsse aller auf das 
Zählerglied einwirkenden Lasten algebraisch. 

Beachte hierzu das später folgende Zahlenbeispiel 
für die seitliche Belastung eines Rahmens mit para- 
bolisch gebogenem Kiegel. 
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Bei der Dimensionierung ist für jeden Querschnitt das größte 
Moment festzustellen, so daß ein Vergleich zwischen der 
linksseitigen und rechtsseitigen Windhelastung anzu- 
stellen ist. 



Kapitel XI. 

Berechnung der EinflußliniengleichuDgen für den ein- 
fachen rechteckigen Rahmen ohne nnd mit Kragarmen.^) 

BcreehDung der EionnfilioieD für den Horizontalschub bei lot- 
rechter Belastung. 
(Als Vorstudium Anhang EinfluDünienlehre.) 
EinfluQlinien gewinnen wir bekanntUch, wenn wir eine Last 
P = l über den Träger wandern lassen, In jedem Punkt (vielleicht 
von Vu ^ 2u '/,o l) die bestimmt« statische Größe (hier den Schub) 







ausrechnen und als Ordinate unter der betreffenden LaststeUung 
auftragen. Da sich der Schub bei mehreren Lasten stets als die 
Summe der Schübe der einzelnen Lasten für sich darstellen laßt, 
80 nehmen wir zunächst zwei, und zwar symmetrische Lasten 1 
an (Abb. 147). 



') Vgl Müller- BtbbUu. „Die 



Methoden", 4. AufL. 8. 129 f. 
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Zählerglied : 

Z = \M.,i ■ y ■ da • V . 

Ist das Trägheitsmoment des Riegels J,~ - • J, und wählt 
man J„ = J,, so ist für den Riegel r = 1 , für die Stiele » = - . 

"r^"^! *^/^Da nur der Riegel für das Zählelglied in Betracht kommt, so haben 
A wir mit v = l und mit y = h 

,' ■ " ~X^Z ,-j,N ■:■' /X ■yd3=2\jl-x-k-dx + (l-a-k-dx\. 

^ ; t ( ;v-**^ ; ■:: Die Multiplikation mit 2 hebt sich sofort weg, da das Resultat 
''L'itS,»^'^ durch 2 zu dividieren ist. Daher 

. ;'. '.Ac:- t'-i -'' Z= h ixdx + a- h jdx = +a-h- —a^-h 

^ , -H-v, »^"^-j"!*'' „ a-h-l k-a* {h-l\ ,fA\ 

,-„ : ..C,,..; fr -. Z = -2 - - 2= "[-2-) - '■ U) ■ 

" ' ; ^^ Dasselbe Resultat hätte sich auch sofort aus der gleichen 

Ableitung für den Rahmen mit bogenförmigem Riegel ergeben 
, ... (Kapitel Xu), wenn wir / = setzen. 
' '"■ ..Nenner" AT = j y* ■ da ■ v 

^ 2Jy*-dy-v + jy*-d8-v 

uch dieser Wert ergibt sich aus dem gleichen für den Rahmen 
it gebogenem Riegel für / = 0. Also 

fh-l\ , (h\ 



Z " \ 2 I 



""-y 



Der Ausdruck für die veränderliahe Größe a zeigt, 
&ä die Einflußlinie eine Parabel ist. Wir brauchen also 
iir die Mittelorditu>te zu berechnen und dann die bekannte 
Konstruktion anzuwenden. Wir erhalten diese für a = 0,5 • I 
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(Abb. 148). Mit Zahlen ergibt sich für l = 



141 
-6,12 m, 



1 



l 11,80 



1 1 ,8 /5, 1 2 . 11,80\ / ll,80 y 



äofil 



5,12 
~2 



1,5 



- + 5,12* -11,80 



Der Inhalt der Fläche beträgt ?".= 11,80 ■ 0,242- g= + l,905m. 

Die Bezeichnving ist m', weil die Ordinaten keine Benennung haben. 

Der Horizontalschub für volle Belastung beträgt somit bei 
p = 2 t/m Mj,= + 1,906 • 2,0 = 3,81 1. 

(Bei den gleichen Abmessungen, aber gebogenem Biegel mit 
der Pfeilhöhe / = 1,12 m ergibt sich der Inhalt der Einflußfläche 
um etwas geringer zu F = 1,78 m; vgl. später Kapitel Sil.) 

Vergleichsweise erhalten wir nach der früher abgeleiteten 
Formel für gleicbmäQige Last direkt 

p-i* _ 2,0-1 1,80!' ,„,, 



fi,= 



12-Ä- 1+|. 



12-5,12-1 + ; 



'1,5' 11,80/ 



Einllaßlinien für die Biegangsmomeote. 

Di© Einflußhnie für den Horizontalflchub (Abb. 148) kann 
dazu benutzt werden, Einflußlinien für die Biegungsmomente 




an beliebigen Punkten des Riegels zu konstruieren. 

Für einen beliebigen Punkt K des Riegels (Abb. 149) ist 
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Wir gelangen zu einer einfachen Konstruktion, wenn wir die 
ganze Gleichung durch h dividieren: 
Jlf, _M, 

h 



' -U 



«, 



J^> 



Mg ist das Moment des einfachen Balkens A B, für welches 
die Einflußflliche nach Abb. 160 Fig. a gewonnen werden würde 




{in direkter Abhängigkeit von x). Durch Auftragen von =- ge- 
winnen wir sofort die EinfluQfläche für -^P (Fig- b). Zu dieser 

haben wir dann die Einflußfläche für H algebraisch zu ad- 
dieren, um die endgültige EinfluQfläche, deren Mul- 
tiplikator fi = h ist, zu erhalten {Fig. c). 
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Besonders bei Kahmenbrücken dürften solche für mehrere 
Punkte K sehr schnell konstnüerbare EinfluBlinien von Nutzen 
sein, da es sich dort um bewegliche Lasten handelt, weniger aber 
bei Dachkonstruktionen. 

Bei Benutzung der EUnfluQflächen hüte man sich vor Fehlern 
in der Ausrechnung der Flächeninhalte der einzelnen 
positiven oder negativen Teile. Man werde sich darüber klar, 
was 1 cm* der auf der Zeichnung dargestellten Fläche auf Grund 
der angewendeten Längen- und OrdinatenmaSstäbe bedeutet; 
die berechneten Flächeninhalte wären dann mit der Last für 
^1 m zu multiplizieren , sofern eine gleichmäßige Belastung 
vorliegt. 

Der rechteckige Zweigelenkrahmen mit Kragarmen. 

Zunächst ist klar, daß die Kragarme an sich vollständig un- 
abhängig vom eigentUchen Bahmen als einfache Kragträger be- 
rechenbar sind; daher, liefern sie auch, weil sie anabhängig vom 
eigentlichen Rahmen sind, keinen Einfluß auf das Nenner- 
glied. Für das ZählergUed kommen die Kragarme jedoch'in 
Betracht, denn sie hefem ein Einspannungsmoment, welches sich 
über den zu dem Rahmen ^gehörigen Riegel fortpflanzt und mit 
negativer Momentenfläche für das statisch bestimmte Haupt- 
system, den einfachen Kragbalken, auch einen negativen Hori- 
zontalflohub (nach außen) erzeugt (Abb. 151). 

Zur Berechnung von Einflußordinaten für diesen 
negativen Horizontalschub belasten wir die Kragarme, deren 
Form und Richttmg gleichgültig ist, mit zwei symmetrischen 
liosten P = 1, so daß der für das Zählerglied in Frage kommende 
Riegel das negative Moment M^ = — 1 • a erhält. Also 

Z ^ j Jffl • y • da -v; mit der gleichen Annahme wie vor 
(/„ = J, , also t) = 1) wird bei Division durch 2 



Z = -l[ydx. 



Das Integral bedeutet den Inhalt der vom Rahmen umschlossenen 
Fläche, also 
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Somit wird mit dem gleichen Nenner wie vor 
a■h■^ 



}vh* + h'l 



Dieae Gleichung gestattet in sehr einfacher Weise die Kon- 
atruktion der Einflußlinie für die Kragarme. Sie stellt 
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nämlich bezügUch des veränderlichen a eine gerade Linie dar. 
die als tangentiale Verlängerung der mittleren Binflnßlioie über 
die Auilager hinaus anzusehen ist. 

Zum Beweise leiten wir den Zähler für H (Mittelteil) Seite 140 
nach a ab (die Nenner sind gleich). 
Allgemein: dZ h-l 

da 2 
im speziellen für a = (also am Auflagerpunkt) 
h-l 



da 



= -ä- = te^ 
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(Abb. 152). tg(p ist aber weiter nichts ala der zu a 
zient des Zählers für das B der Kraganne. Also 

(mit tgtf für a = 0), 



145 
Koeffi- 




Ds die Einflnßlinien der Kragarme, wie wir gesehen haben, 
gerade Linien sind, so brauchen wir nur noch einen Punkt 
derselben in einem ' beliebigen Abstände a zu berechnen und 
wählen dazu praktischerweise auf jeder Seite je den größten Ab- 
stand a (ohne von der Gleichung mit tgrp Gebrauch zu machen) 
mit Benutzung der ersten Gleichung 
a-h-l 



£f = - 



■ l 



Es erübrigt eich hierzu ein Beispiel, da für den 
gleichen Fall bei dem Rahmen mit gebogenem Riegel 
ein solches gegeben ist. 



Kapitel XII. 

Der Rahmen mit gebogenem (oder gebroehenem) Biege! 

ohne und mit Kragarmen.*) 

Die Grmittlimg des HorizoDtalschnbes fär lotoechte Last mit Hüte 

der gedeuteten Integrale. 

Diese kann genau eo erfolgen wie in einem der Beispiele des 

Kapitels X; nur haben wir den gebogenen Riegel dabei in eine 

Anzahl als gerade anzusehende Teilstücke zu zerlegen, wobei man 

') Ein BeiB^I ans der Pnxis bringt Dentaoh» Banceitang 19H Uttei- 
Inngen Nr. 3 nnd 4; „Dnrohreolmnng «öner Rahmenkonstrnktion." 
Sobiat«t, I 
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\ 
am besten die Teüstöcke alle gleioh laDg macht {Abb. 163). Die Form 
des Bogens ist dabei gleichgültig; in der Kegel liegt ein Kreis- 
bc^n vor, deBsen Länge zwecks Zerlegung in eine Anzahl gleicher 
Stücke leicht berecheobar ist. Flache parabolische Bögen kanb 
man zwecks Vermeidtihg der Kektifikation einer Parabel ebenfalls 
als Kreisbc^en betrachten. Man kann auch die Teilstücklänge 
aus der Zeichnung herausmessen. 

Nach Einteilung des Bogens lotet man die Teilpunkte her- 
unter auf die für de^ einfachen Balken gezeichnete Momenten- 
fläche und überträgt die dort getroffenen Momentordinaten auf 
die Bogenteilstücke (Abb. 164). Bas Weitere, die Bildung des 
Nenners und die Berücksichtigung des Wechsels im Trägheite- 
moment (auch innerhalb des B^^ns), ist dann genau so wie früher. 

IHe Abb. 153 und 164 veranschaulichen das Gesagte für den 
Fall einer gleichmäßigen Belastung. Zur Vereinfachung kann dabei 
die zu einem Teilstück gehörige Fläehe .Fg. als Trapez berechnet 
und der Schwerpunkt desselben in der Mitte des Teibtückes 
angenommen werden; nur bei den beiden Endteilstücken ist der 
Schwerpunkt auf '/i ^^' Teilstücklange von den Stielen aus an- 
zunehmen. Damit sind die Abstände / zeichnerisch oder (bei ge- 
forderter größerer Genauigkeit) auch analytisch leicht bestimmbar. 

Bereclinni^ der Elnnnfiliniengleiehiüig des HorfzoDtalsehabeB bei 
lotrechter Last. 

Mit Hilfe des soeben beschriebenen Verfahrens kann man 
auch Einflußlinien für den Horizontalschab und anschlie- 
ßend daran Einflußlinien für das Biegungsmoment in irgendeinem 
Punkte konstruieren; man hat hierbei auch die Mi^hchkeit, einen 
Wechsel im Trägheitsmoment zu berücksichtigen. 

Man teile hierzu den Bogen oder besser die Spannweite in 
eine Anzahl gleicher Stücke ein und belaste nacheinander zwei 
symmetrische Punkte mit je Last 1 (Abb. 156). Für jede angenom- 
mene Laststellung erhält man so ein bestimmtes Zählerglied, 
wobei man dasselbe nur für die Symmetriehälfte festzustellen 
braucht, da die Einflußlinie für nur eine wandernde Lost 1 zu 
konstruieren ist; der Nenner bleibt immer gleich. 

Die gewonnenen Werte H werden als Ordinaten unter den 
jeweiligen Laststellungen aufgetragen. Hat man die H-Linie, so 
können leicht mit Hilfe derselben die Einflußhnien für die Bie- 
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gungsmomente an beliebigen Punkten konstruiert werden. Ver- 
gleiche hierzu auch das folgende. 

' Die Berechnung der EinflnSIinie für den Horizon- 
talsohub ohne Berücksichtigung des im Bogen rerän- 



^Khtein^ 




derlichen Trägheitsmomentes erfolgt am besten ana- 
lytisch unter Zugrundelegung eines parabolischen Bogens, welcher 
für flache Kreisbogen stets substituiert werden kann. Es sei das 

Trl^heitsmoment des Bogens durchweg — mal so groß als das der 

Stiele; wählen wir dann J„ = J^, dann ist für den Bogen v = 1, 'J 

so daß i; aus dem Zählerglied verschwindet, für die Stiele r= ■=- = —. 
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Das Nennerglied ist allgemein 
'Mit den Bezeichnungen von Abb. 136 ergibt sich 

N = \ y{ ■ dyi- v + fy\-dx , 

Ö ätieiä ' Ö Ele's«! 

wobei wir zur Vereinfachung bei dem Riegel ds = dx gesetzt 
haben. 

Hae erste Integral liefert ohne weiteres für zwei Stiele 

Fügt man zu dem zweiten Integral den konstanten Faktor J 
hinzu (so daß das Resultat später wieder mit 2 zu multiplizieren 
jst), schreibt also dafür 



jvi^ 



?> 



dt 



SO erscheint dieser Ausdruck in der angegebenen Anordnung sofort als 
das sta tische MomentderTonderRahmenachseumschlosBenenFläche 
bezogen auf die Gelenkachse, und es ergibt sich nach Abb. 157 



Panbatsbuboltt 




Somit beträgt der Nenner 



Entsprechend kann der Nenner für jede aridere 
Form des Riegels bzw. des ganzen Rahmens leicht ge- 
bildet werden. 
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Zur Bildung des Zählergliedes für eine beliebig ge- 
stellte Last 1 auf dem ßiegel arbeiten wir zunächst wieder mit 
zwei aymmetrischeo Lasten 1 (Abb. 158) und erhalten für zwei 
Symmetriehälften: ' 

Z = JMo ■ yj ■ dx = 2-\jl ■ x-y idx + / 1 • a • y, ■ dx . 



pJ—M^tF 




Die Multiplikation mit 2 hebt, sich sofort weg, da wir ja dos 
Resultat durch 2 zu dividieren haben. Für y, = h -\- y haben 
wir die Gleichut^ der Parabel zu berücksichtigen (Abb. 159): 






(!■ 



-I'). 
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Z=ifx\k+*:J(l-i- j:')]iJa! + (i-A*+*jj'-(!-i -»:■)] dx 

ö 

Z-U-hdx+ i * ; '- ■ »".■ die - r-, ' . !• ■ dx .. 

ö 

■ . O.B/ O.Bi Ü.SJ 

+ a h ■ dx + a • ■ X • dx — a ' jl • X* • dx 

0-4-/ /!■_ a'\ a.4./ II' _<l'\ 
"*" ! ■ U 2 ' !■ \24 3/ 

A'0',4/'O* /'(i^ a-h-l , , . a-l-l 
= ^T'+3l--l'+ 2 -»'•»+ 2 

_ 2-/-o> _ IIa 4 /■»' 
I 6 '■•■ 3 I" 

2 3'''!"^3!''^3"^2' 

Nach Potenzen des veränderfichen a geordnet 

Da ea daraof ankommt, . eine Gleichung, zu erhalten, mit 
welcher man in kurzer Zeit mJ^UchBt viele Onlinaten der Ein- 
flußlinie berechnen kann, so führen wir noch ein für a = z- l 



3 

Die yoi den Klammem stehenden Ausdrücke sind für einen 
bestimmten Rahmen konstant, so daß die Binflußordinaten für 
mehrere Werte von z sehr schnell mit dieser Gleichung bereohenr 
bar sind, da ja auch der Kenner (wie stete) konstant bleibt. 

So erhalten wir z. B. für den Rahmen Abb. 158 

[2 4 

iV = 2- U- ■ 11,80- 1,12- 5,12 + -— -11,80 ■ 1,12" 
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= 52 ■ (z + «* - 2 2») + 356 . (2 - Z*). 
Für mehrere Werte z erhält man also 



' 


Z 


Jf 


Otdioaf« fl = 1 


0.1 


37,10 


«6 


0,0795 


0.2 


66.65 


«6 


0,1430 


0.3 


88,10 


466 


0.189 


0.i 


104,30 


466 


0,224 


0,5 


105,23 


466 


0,226 




Damit ergibt sich die in Abb. 160 dai^Btellte £influßf1ä«he. 
Der Flächeninhalt derBelben berechnet eich nach der Simpson- 
schen Regel zu 

' JPj « 2 . i^^ . ( 1 ■ + 4 ■ 0,0796 + 2 ■ 0,143 + 4 • 0,18» 



Bei Vollbelastung mit 2 t f . d. laufenden Afoter beträgt mithin 
der Borizontalaohub 

B, = 1,78 m ■ 2 t/m = 3,56 t . 
Die Einflußlinie kann natürlich auch für ganz be- 
liebige Lasten gebraucht werden; also für z. B. J* = ß t in 
0,3 ( ist fl = 0,189 ■ 6 = 0,946 t. 

Konstruktion der Einflußlinien für Biegungsmoment«. 

Für die angegebenen Abmessungen seien nun noch die Ein- 
flußlinien für die Biegungamomente in den Punkten 
0,1, 0,3 und 0,61 gezeichnet (Abb. 161). (Die Konstruktion vgl. 
Kapitel XI.) 
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Die Zeichnung solcher Einflußlinien dürfte sich bei Dach- 
bindern besonders dann empfehlen, wenn die Belastung durch 
einzelne Pfetten erfolgt und unter Trennung von Gigei^wicbt 
und Nutzlast die größten Momente gesucht werden. Besonderen 
Wert haben die EinfluSUnien, wenn der Rahmen Kragarme 
besitzt (s. später). 

Entwicklung einerFormelauB der aUgememenEiiiflaBUniengleiehuiig. 

Für den Fall einer totalen gIfeichmäSigen Belastung 
wird eine einfache Formel zur Bestimmung von H er- 
wünscht sein. Man kann diese in einfacher Weise aus dem oben 




angegebenen Zähler gewinnen (der Nenner ist konstant), da dieser 
die Wirkung einer La6t P = \ darstellt. 

Wir ersetzen P durch p ■ da {Abb. 162) und führen für da 
= dz-l ein, also 

P = P'dz-l ■ 
^^•^ P = Q-dz. 

Es ergibt sich nun durch Integration von z = bis 1 



I z, 



= «-'3-''.((. + ^-2,.)* + «*'./%-..)rf= 



-C-1-'' 



■l-J' Q-h-f 
3-6 ■*" 2-6 



2 Vi '31 
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Mit unflerem Nenner 466 und Q = 2 • 11,8 = 23,6 1 

Das Resultat deckt sich ipit dem oben gewonnenen. '■' '■ 

Den Einfluß einer Einzellast P an irgendeiner 
Stelle des Bogens (Abb. 163) erhält man jederzeit, bei Be- 
darf auch ohne vorherige Konstruktion der Einfluß- 
linie, aus 

Z ^■[^(»+»'-2»')+^(«-*')]' 

H,= _P~ j^. ^ . f., 

Hq für Vollast oder für Eigengewicht kann mit Hp je nach Be-^' 
darf zuBammengeaetzt, werden. 

£rmitt(;luDg des Horizontalschabes bei TemperaturäDderang. 

Wir erhalten einfach 

^ — ' .;■-■■' 

Mit ^a' = 1 — 11,80 und beispielsweise Jj = 0.008 m*. das 
mit dem vollen Recbteckqnerschnitt und mit Berücksichtigu ng 
der Eiseneinlagen zu berechnen ist, .femer mit ± ( = 25 ° C wird 



E ist hierbei ebenso wie alle anderen Werte in t/m* einzu- r 

führen: 210 000 kg/cm* = 2 100 600 t/m». Der Einfluß von H, \ 

wäre also hier sehr gering ; er ist besondere abhängig von der Qröße < 

des' Trägheitsmomentes und nimmt bei kleiner werdendem Ver- .' 

hältnis von y bedeutend zu, wird also in diesem Sinne für einen 

reinen Zweigelenkbogen (ohne Stiele] zu einem Größtwert*). / 



') Vonohriften llb«r die Berboksichtigusg der Wärmesehwankiuigeii und 
de« SobwiDdenB in $ 15 der BeBtimimmgTO vom 13. J&nuaf 1916. 
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GintlnBlinieDgleichangen für den bogenlönnigen Rahm«p mit 
Kragarmeo (Abb. 164). 
Allgemein gilt zunächst das im Kapitel XI über den recht- 
eckigen Rahmen mit Kragarmen GeBi^te.. 

Stellen wir das statisch bestimmte Hauptsystem her, und 
belasten vir zwecks Errechnung von Einflußlinien den so 
entstehenden Kragbalken wieder mit zwei symmetrischen Lasten 1 




.u: 


Ji 
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(Abb. 166), so erhält der dem Rahmen angehörige Teil dieses 
einfachen Kri^balkens, nämlich der gebogene Riegel, das gleich- 
mäßige Moment M^ = — 1 . a = —a . 

Also Z= J M^-yi-da-v; mit ds^dx undV^ 1 (vgl. obige 
Annahme, daß J„ = J,) wird bei Division durch 2 



-1;/^ 



yi'dx. 
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Das Integral bedeutet den Inhalt der vom Rahmen um- 
achlosaeaen Fläche, also ist nach Abb. 166 



-|-(*-<+§.<./) 




Diese Gleichung gestattet in sehr einfacher Weise 
die Konstruktion der Einflufilinie für die Kragarme. 
Sie stellt wieder, wie beim einfachen rechteckigen Rahmen, bezüg- 
lich des veränderUchen a eine gerade Linie dar, die als tangentiale 
Verlängerung der mittleren Einflußlinie über die Auflage hinaus 
anzusehen ist. 

Zum Beweise leiten wir den Zähler für B (Mittelteil ) in der Form 

-«(^^)-"(^-(^()+«•y.) 

nach a ab (da wir uns um den für beide H gleichen Kenner nicht 

zu kümmern brauchen) und erhalten allgemein 

dZ_f-l h-l 2.f i.a^.f 

da~ 3 "^ 2 "'*■'* ." ■ l"^ 3.K • 

im Speziellen f ür a = {im Auflagerpunkt) 

da 

tgf) ist aber weiter nichts als der zu a gehörige Koeffizient des 
Zählers für das B der Kragarme; nämlich 

-Jh-i+l-i-i) 
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Wir können ateo ganz aUgemein schreiben: Die Einflußordi- 
naten für die Kragarme berechnen eich nach der Gleichung 

" y 

Da die Emflußlinien, wie wir gesehen haben, gerade Linien sind, 
so brauchen wir nur noch einen Punkt derselben im beliebigen 
Abstände a zu berechnen und wählen dazu praktischerweise auf 




jeder Seite den größten Abstand a (ohne von der Gleichung mit 
tg^ Gebrauch zu machen) mit Benutzung der ersten Gleichung 



B = 



~ N 



Beispiel: Der oben schon behandelte Rahmen besitze links 
einen Kragarm von 3,60 m Lange, rechte einen solchen von 6,60 m 
Länge. Wie die Einflußlinie für den zwischen den Stielen liegenden 
Teil zu finden ist, wurde oben dargelegt. Die Einflußordinate für 
das Ende des rechten Kragarmes berechnet sich zu 

9,3 

466 



6,6. 6,12-11,80+ , 11,8. 1,12 ■ 



466 
also für das Ende des Unken Kragarmes 



7„^- = -M08. 



H = 



-0,408. 



Damit ist in Abb. 168 die vollständige EinflußUnie aufgetragen. 
Mit Hilfe derselben können die Einflußlinien für die Biegungs- 
momente iti beliebigen Punkten K des bogenförmigen Rahmen- 
teiles konstruiert werden, was in Abb. 168 für die Punkte 0,1, 
0,3 und 0,6 l durchgeführt ist. 
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Der Rabmen mit gebogenem Riegel bei seitlieber (Wind-)Bela8tliiig» 
Bildimg einfacher Sehlußlormeln. 

Zugrunde gelegt sei wieder eine gleichmäßige seitliche Wind- 
belastuog u> auf einen laufenden Meter Vertikalprojektion der 
Unken Rahmenseite bis zum First (Scheitelpunkt). (Abb. 1S9.) 




Der Gesamtwinddruck beträgt dann W = w{h + f) mit der 
entsprechenden Qegenreaktion bei B = W; außerdem treten 

W •€ 

wieder die lotrechten Reaktionen auf A = B = ± ->— ■ Mit 



Zahlen w = 



0,75 t/m Höhe, W = 0,75 (5,12 + 1,12) = 4,6 



Wir behauen wie früher Jj = 



l,ß 



so daß für die Pfosten 



1) = -—, für den Bogen v = 1. Der Nenner ergab sich schon 

früher zu N = 466 m'. 

Zur Bildung der Momentenfläehe des statisch bestimmten 
Hauptaystems bzw. des Zählergliedes betrachten wir die beiden 
Rahmenteile links und rechts vom Firstpunkt oder Höchstpunkt 
des Rahmens (in diesem Falle auf der Symmetrieachse liegend) 
getrennt, weil sich die Momente so am einfachsten aufstellen lassefa. 
Die Momente würden sich ungefähr nach der in Abb. 170 
gezeigten Schaulinie auf die Rahmenachse übertragen; die Eck- 
moment« bei d und b sind, also nicht gleich groß, so daß die ganze 
Momentenfläche auf dem Bogen unsymmetrisch ist. 
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Die beiden Stiele bereiten bei der Bildung des Zählergliedes 
keine Schwierigkeiten. 

Für den Bogen müssen wir aber erst ein Polygon substituieren 
und dann Teil b c mit den linken Kräften, Teil c d rtit den rechten 
Kräften untersuchen. 




«.«-^ 


p-ij- 




P^t'' 


\ 


f^^;^^^^^ 


-^.A 




L 















Wir teilen die halbe Spannweite in eine Anzahl (ev, gleich 
langer) Stücke und berechnen die zugehörigen Ordinaten. Es 
ergeben sich nach Abb. 171 allgemein 



ii. ElKDbctonbBU IL 



(!-I-l') 
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mit 



4/_4-l;l2 



= rd. 0,032 



i*"~ 11,80» 
' y, = 0,032 (11,8 . 2,0 — 2,0*) = 0,637 
j/, = 0,032 {11,8 ■ 4,0 — 4,0') = 0,998. 
Damit wird die Länge der einzelnen Teüstücke 
8i = y2r0'' + 0,637» = rd. 2,10 m 
3, = y2,0* + 0,361* = rd. 2,04 m 
s, = Vl,9» + 0,122*^= 1,905 m 
Wir erhalten mm tut den Bahmenteil links vom Scheitel- 
punkt nach Abb. 172. 

Bogen i^*f 




1. Infolge w mit (gebrauch der auf Seite 
Formel : 

1 0,75 



2,1 0,76 
0,637 ' 8 
2,04 0,76 
0,361 * 8 
1,905 0,75 
0,122 ■ 8 



5,12«--— = 43,- 

.(5,767* -5,12*)= 128,- 

(6,118* - 5,767*) = rd. 169,— 

■ (6,24* — 6,118*) = rd. 169,— 
zusammen = — 499 tm ' . 
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2. Infolge Ay =*— 1,24. Eine einfache Lösung (außer der 
sonst möglichen diu-ch Zerlegung in Rechtecke und Dreiecke) 
ergibt sich nach Abb. 173 wie folgt: 

Mit Mq = ^ ■ X ist / M^ ■ y ■ da ■ V für w = 1 und ds = — • dx 



1 M^ ■ y ■ ds =^ A ■ '- • I X ■ yi dx. 



Das Integral stellt offenbar, für jedes Teilstück gedeutet, 
das statische Moment der unter demselben liegenden Fläche 



^^ 



M^ 



■Ss. 




bezogen auf die Wirkungsgerade Ton A dar. So erhalten wir für 
Einfluß A 

/;if,.y.<i, = -1.24.[^|^.(5,12.i,0...0 + M:|^.,,33) 
+ ^|i.(5,,a,. 2,0. 3,0 + M:|^. 3,33) 



1,90 

' = -1,24- [11,65 + 35,9 + 58,21] 
= — 1,24 ■ 106,66 = — rd. 131 tm'. 
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Noch eine andere Lösung mit direkter Schlußformel 
ergibt sich bei flachen Parabelbögen mit ds = dx ohne Zerlegung 
des Riegels für v = l wie folgt : 

a 
JM^yds-v = \{—A)-z{h + y)dx -^ 

A H ..-''■ 






-Ä 
In unserem Falle ist danach 



.1,121 = -131 tm». 

Für den Bahment«il rechte vom Scheitelpunkt erhalten wir: 
1. Into^ B Jk = 1<^^ offenbar wie vor, nur mit umgekehrtem , 
Vorzeichen, also ' 

JM^-y-da = +131 tm^. 
so daß sich für diesen Fall (bei der vorhandenen Sym- 
metrie) die Einflüsse der beiden lotrechten Reaktionen 
gegenseitig aufheben (aber nicht bei der Zeichnung der 
Momentenfläche). 

3. Infolge W = 4,68 t ergibt sich allgemein nach Abb. 174 

M^ • yi- ds • V mit M^ = W . ^j und ds = dy^ ■ -^ 

fMo-yi-ds.v = W-o.^.llf\.du,. 

[■ 
] 

JMg -yi-ds 



Das Integral ist für jedes Stabstück leicht zu deuten. 
Wir erhalten mit Zahlen 

1 1 0,12= 



-'•""■ll.äT 3- 



2,0£ / 6,12' _ 5J!iV\ 

■•" ■ 0,361' l 3 3 j 

- 4,68 [29,8 + 62,8+71,4+73] 





2,10 /5,757* 5,12« 


+ 


0,637 l 3 3 


+ 1 


1,905 /6,243^ 6,I23\ 
0,122" l 3 3 / 


= - 


4,68-237 = ^1110 tm 
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Auch für diesen Fall kann ' man zu einer SchlnBlormel ge- 
langen ohne Zerlegung des Riegels, wenn ein flacher paraboUscher 
Bogen vorUegt. 

Eh wird 
Z = j M^ytdsv mit Mq^W ■yy = W {h^.y) und d« = dar für v=\ 




^A68 



für den Riegel "* ■■ ' 

i t , t . J 

i Z 2.3' 

Z = w[{k + y^dx = W[k^fdx + 2hfydx + jy^dx] 
2^3 



für den Stiel 



M,„.-lj.;- Vv.'J. ■*»*'-. 



also insgesamt 

also hier 

„ _4.68 [5ll^^V ^ 5,12 . 1,12 . U,80 + 

-i. 11,80. 1,12.+ ,'-. 
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NB. : "E/B sei bemerkt, daß den beiden hier gegebenen SchluB- 
fonneln eine gewisse Unkorrektheit insofern anhaftet, als für da 
zur Vereinfachung dx gesetzt wurde. Der Fehler ist jedoch un- 
bedeutend, wie das Beispiel zeigt; man könnte die Resultate 
korrigieren durch Multiplikation mit dem Verhältnis von ab- 
gewickelter Bogenlänge zur Projektion derselben. 




^- 



-3,45 t. 



Der Zähler betragt somit insgesamt 

2 = -498 -131 + 131 — 1110 =-1609 tm» und 

Z _ 1609 

'' N ~ 466 ^ 

Interessant ist, daß wir bei der Bildung des Zählergliedes 

für symmetrische Rahmen den Einfluß der beiden ontgegen- 

gesetzten lotrechten Reaktionen nicht zu berücksicht^en 

brauchen, wenn wir die verschiedenen Einflüsse für jede 



□ igilizedby Google 



167 

Symmetriehälfte gesondert berechnen. Dadurch entsteht 
eine wesenthche Abkürzung der Arbeit, von der man in den 
meisten Fällen Gebrauch machen können wird, da die meisten 
Rahmen symmetrisch sind. 

Mit H^ ergibt sich die in Abb. 175 dargestellt« Momenten- 
fläche, weiche zu der 3fo-Fläche, die mit Hilfe der Berechnung 
der Momente an einzelnen Punkten schnell aufgezeichnet werden 
kann, algebraisch zu addieren ist. 

Die endgültigen Reaktionen zeigt Abb. 176, so daß das Lager 
vor dem Winde den größten Druck erhält. 

Hat der Rahmen noch Kragarme, so behandle man ihn 
genau ebenso wie Hier angegeben; die Kragarme ändern ja 
grundsätzlich nichts an der Lösung. 

Kapitel XIII. 

Der eigentliche Zweigelenkbogen (Abb. 177). •) 

Die Ermittlang des Horizontalschabes mit HiUe der gedeuteten 

Integrale. 

Hierfür behalten die für den Bogen mit Stielen ange- 
gebenen Andeutungen volle Gleitung. Die Zerlegung des Bt^ns 
in einzelne Stücke bietet dabei Gelegenheit, einen etwaigen Wechsel 




im Trägheitsmoment bequem zu berücksichtigen. Auch die Berech- 
nung der Einflußlinie für den Hoiizontabchub mit Berücksichtigung 
eines nach den Auflagern hin zunehmenden Trägheitsmomentes 
kann in derselben. Weise wie beim Bogen mit Stielen erfolgen. 
Man pflegt indessen meist ein konstaqtes Trägheits- 
moment anzunehmen, und da empfiehlt sich für alle Falle der 
Belastung (ob ruhend oder beweghch) das nachfolgende sehr 

I) Ein Beispiel aus der Praxis für die Venrendung dea Zweigelenkbogens 
»1b BniokenhaupttrSger bringt Monataacfarift Armierter Beton 1915, Juniheft; 
dem Aufsatz sind auch die Armierungspl&ne beigefügt. 



db, Google 



einfache Verfahren für die Gewinnung einzebier Einflul3ordinaten 
oder der ganzen EinflußUni« seibat. 

Auf die Berücksichtigung der Normalkräfte, welche 
beim flachen Zweigelenkbogen einige Bedeutung haben, werde 
an dieser Stelle noch verzichtet (vgl. später Bogendächer). 

Ableitung der Einflußlinieogleichungen. 
Wir können die grundlegenden Formeln in einfacher Weise 
aus denen für den Bogen mit Stielen herleiten, indem wir Ä = 
setzen (Abb. 178). 




& 



HiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiMiMiirTTTn 

'T 




Abb. ITB. 

So wird der Nenner (vgl. S. 149) 



^=>' 



■V (mit v=\) 



■'■l-i-! 



der Zähler (rgl. S. 151) 



hl 

3 
fl' 



.(5 + s'-2z»). 



■ l.f 
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Bei voller Belastung mit Q (Abb. 179) wird , - 
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3-5 



15 8-i-/« 8./ ' 
Hat der Zweigelenkbogen Kragarme, so gehe man nach S. 156 u. f 



Kapitel XIV. 

Der Zweigelenkrahmen mit Zuggort und gebogenem oder 
gebrochenem Riegel.') 

Zweigelenkrahmen mit Vertikalpfosten erhalten öfter noch 
eine besondere Verankerung des Riegels, namentlich wenn dieser 
bc^nförmig ausgebildet ist. Der Anschluß der dazu erforderUchen 




Zugstangen an die Pfosten kann in jedem Falle als gelenkig voraus- 
gesetzt werden, gleich ob die Anker freiliegen oder einbetoniert 
sind. Ein solches System mit beliebig geformtem Riegel (Abb. 180) 
erhält durch die Ziigstange noch eine innerhche Btatische Unbe- 
stimmtheit hinzu, so daß es zweifach statisch unbestimmt ist. 
Werden die Auflager als unverschieblich angenommen, wäh- 
rend die Punkte C und D entsprechend der elastischen Verlänge- 
rung der Zugstange vom Querschnitt F^ und Elastizitätsmodul E^ 
{für Eisen) um das Maß 



Al^ 






1) Vgl. Handbuch für Eisenbetonbau. I. Aufl. Band IV. Teil I, S. 503. 
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axteweichen, so gelten bei Mitberücksichtigung der Normalkräft« 
folgende beiden Arbeitsgleichungen : 

,_f M-M"-ds f N-N"-ds _ X,-J 
J E-J "•■; B-F ~ B^-F^- 
Bei lotrechter Belastung beträgt das wahre Bi^pmgsmoment 
in den Säulen M = — ^Tj-M 
■ 3f' = -« ? 
Jf" = 0, a. h. X, beeinflußt die Stiele nicht, ■ 
in dem Riegel M = M„ ~ Xi {k -\- y) — X^ • y 
; . - 's M' =-(k + y) 
' M"= -!/;. 
die wahre LangBkraft 
in den Säulen N = —A < 

N' =0 . y. ■■ ■•:^ ; ■ J-^ Y-: ■- 

N" = 0, 
in dem Riegel N = —{X, + Z») (angenähert) 

AT' = -1 
JV"=-1. 

Antstellimg der Integral«. 

Wir betrachten am besten Säulen und Riegel getrennt und 
stellen die Einflüsse von L' und Zc" auf dieselben einzeln fest. 
I. Die Säulen. 
Mit den oben ang^ebenen Werten ergibt sich 

Das erste Integral wäre zu nehmen für die beiden Pfosten AC 
und BD in den Grenzen von bis A und ergibt, da beide gleich, 

Das zweite Integral ergibt Null. Ebenso ergibt für die Pfosten 
L" = , 
da X, die Stiele im fertigen System nicht mehr beeinflussen 
kann (s. c). 
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II. Der Riegel. 
Mit den oben ermittelten einzelnen Werten wird 

j. , ^ nM,-X,-{h+y)-X,.y ] -l-(h + y)] -de^ 



E-J 

/ ■-(Xi + X,)-(-l)J» _ 
+7 EF. "~ 



i„ ^ /• [Jf.-X,.(* + y)-X.ii]-(-ir)ii» 
, / •-(Xi + J,)-(- L).|i8 _ JT,-; 

Diese- beideo Gleichungen mögen zunächst weiter aufgelöst 
werden 

Wir erhalten 
j-, t M.-{h + y)-ds ^ j^ f (h + yy-d, 

Dentung der Integrale. 

Die noch zu deutenden Integrale beziehen sich aUo sämtlich 
auf den Bogen bzw den Ri^el Wir nehmen zur Vereinfachung 
an, doQ außer E auch F und J konstant sind, können also diese 
Ausdrücke vor die Int^ralzeichen rücken und erhalten ^t der 
weiteren Vereinfachung da = dx 

f(h + y)*-dx h*l , ih f , ^ 1 /• , . 

j E-J =wrj+E:i-jy^'' + wrj-jy'-^'^- 

jy • dx bedeutet den Inhalt der Fläche CSD — g (Abb 180a). 

i 
jy*dx bedeutet 2 mal das stetische Moment der fläche CSD in 
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bezug auf CD = 2 ■ ©; also 




Ebenso einfach ergibt sich 
■ydx l 



.(4-a+2.®) 



f ß + y)-s - 

fU,-ih + y)-dx 1 f, (',, , , /„ j 1 



' ds _ l 
I EF ~ V^F 



Znsammenstellung der beiden Bestimmungsgleichungen 
für Xi and Xs. 



~Y.JM,-dx+JM,.ydx\+^>j-{h'. 






■ Xfi X^ l 
E-F '^'E-F'^ 



' E,-F, 



Multiphziert man diese Gleichungen mit E ■ J, und ordnet 
die Glieder, so erhält man 
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i. 


■[4m^-5 + 


2-e) + i--/] 




J 


I l 

. h.fM^-dx+JM^-y-dx =0 






- = -.■[4- 


(*-g + 2-®) + i-- 


'] 




>-.-[^ 


- + *-' + ^ 


■J, 




-4'>. 


ydx'=o. 





Diese BestimmungsgleichuDgen lassen sich höchstens noch 
für einen beetimmten Fall der Rahmenform weiter vereinfachen. 
Alle Glieder, ausgenommen die mit M<,, sind Form- 
größen, also unabhängig von der Belastung. Für eine bestimmte 
Belastung des Riegels oder zur Bildung von Einflußlinien lassen 
sich die noch enthaltenen Integrale sehr leicht nach den früheren 
Verfahren auflösen,-^*^ ' ' ' '* ' . . ; 

Sämtliche Bezeichnungen außer h und ./.^beziehen sich auf 
den Riegel (E^ und Fg auf die Zugstange). . 

SchluBIormeln tax parabolisch gebogenen Riegel. 

Für einen Rahmen mit parabolischem (oder flachem 
kreisförmigen) Riegel lassen sich die beiden Bestimmungs- 
gleichungen für eine Einzellast P (für Einflußlinien P = 1) im 
Abstände a = z-l {Abb 180b) noch wie folgt deuten. 
J., 






Fi 

=^.-[-(r"-'-'+Ä-'-'') 

( 8 , ,, J, , , l-E-J, 



+ 4- 



ri'Xi^i'": 
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In diesen Gleichungen bedeuten die zu X gehörigen Klammer- 
werte die Formgrößen, die zu P gehörigen die Belastungs- 
größen. Da die Formgrößen konstant sind, so ist es 
leicht, für Terschiedene Werte von 2 durch Ein- 




Setzung die Einflußlinien von Xi und Xj zu finden, 
welche dann für alle Belastungsfälle bequem ange- 
wandt werden können. 

Bei seitlicher Belastung betrachte man die Zugstange als 
nicht vorhanden, so daß der Fall nach einem früher g^ebenen 
Beispiel behandelt werden kann. 

Kapitel XV. 

Der Zweigelenkrahmen mit ungleich hohen Kämpfer- 
gelenken sowie der einstielige Rahmen. 

Für solche Systeme gelten sinngemäß genau dieselben 
Ableitungen wie beim Rahmen mit gleich hohen Kämpfern 
{Kapitel VII). 

Die Ordinalen y beziehen sich hier auf den lotrechten Ab- 
stand irgendeines Punktes der Bahmenachse von der Verbindungs- 
geraden der Gelenke. 

Momente (Abb. 181). Für irgendeinen Punkt ist 



Jf» = Jtf - 
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]j&ng8krätte. Nach Abb. 182 ist die obere Längekraft in K, 
wenn a wieder den Neigungswinkel der Bahmenachse gegen die 
Horizontale darstellt: • , ..." 



,-„;>,, X 4 



Y.^ 




Querkrätte Q vemachläsBigen wir. 
Temperatorgliad 

cob(« — J-) 



iff, = - 



cOBy 



Somit lautet unsere ganze Oleichung (vgl. Kap. VII) 
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und mit WeglasBtmg des Einflusses der Normalkräfte entsprechend 

(M^-yv-ds-\-tE-jJt-~-^^-^^ -da-E-J^-äl 

X^= —^ ... .. . ^-_ ^^ . 

jy^-v-ds 

SchlieQlich für die gewöhnlichen Fälle auch ausreichend 

jy^-v-ds 

welche Gleichung sich also nur soweit von der gleichlautenden 
Schlußformel in Kapitel VII unterscheidet, als" die Ordinalen y 
sich auf die schiefe Gelenkachse beziehen. 

Im übrigen besteht aber absolut kein Unterschied in der 
Bildung des Nenners gegenüber der in Kapitel IX vorgeführten 
Lösungsform. 

Es ist auch hier 

jy'.vi, ^ ^ 

wobei sich H und h auf die Abstände der Endpunkte der Stab- 
stücke von der schrägen Gelenkachse beziehen*). 
Ebenso ist 

jM„-y-ds-v = v-Fa-i , 
wobei / wieder den Abstand des auf die Rahmenachse projizierten 
Schwerpunktes der Jlfo- Fläche von der schrägen Gelenk- 
achse bedeutet. 

Schlu&bemerkungen. 
Wird in den Gleichungen bei Berücksichtigung der Normal- 
krafte Winkel j- = 0, so erhalten wir: 
cosf« — 0} cos« 

^ -^ ■ = 7 = COSÄ , 

cosO 1 

und der Fall ist zurückgeführt auf den Rahmen mit 
gleich hohen Kämpfergelenken. 

Wird in den Gleichungen mit horizontalem Riegel Winkel 
A = 0, so ist (Abb. ]82a) 

cos(0- yj ^ cosy ^ ^ 



•) Vgl. „Höhere Mathematik", Absatz 24. 
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d. h. es hat auf solche Stabstücke nur die Horizontaikompo- 
ixeote des schrSgen Schubes = X^ Einfluß, während die .Ver- 
tikalkomponente Xa • tang y keine Normalkraft liefert (denn sie 
ist lediglich Querkraft, abgesehen von den Kräften im Haupt- 
system). 




Einstielige Rahmen. 

Hiermit kommen wir zu den Bahmen, die überhaupt nur 
einen lotrechten Stiel und einen durchweg wagerechten 
Riegel (eventuell mit Kragarm) besitzen. Bückt nämlich das 
Lager II höher derartig, daß man von einem Stiel dort nicht 
■mehr sprechen kann, dann ergeben sich die sogenannten ein- 
stieligen Rahmen, für welche wir uns nähere Einzelheiten 
mit dem Hinweis auf den Aufsatz: , .Beitrag zur Berechnung 
steifer Rahmenkonstruktionen" in ,, Beton und Eisen" 1913, 
Heft IV, ersparen können, der verschiedene Spezialfälle behandelt 
und dem Leser ohne weiteres verständlich sein wird. 



Kapitel XVI. 

Anwendbarkeit des Zwe^elenkrahraeng. 

Im Hochbao, 

Der Zweigelenkrahmen bietet in vielen Fällen das Mittel 
zur einfachen Berechnung von beliebig gestalteten Hauen- und Dach- 
bindern. Für die praktische Lösung kommt es sehr darauf an, 
welche Annahmen man macht, wenn man sich aus der Projekt- 
zeichnung die Systemfiguren für die Berechnung entnimmt. 

ScblUtci, ElHiib«taiit«u II. 12 
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Man kann Bich hier die Aufgabe sehr schwer gestalten, 
aber, auch ohne große praktische Nachteile Erleichte.- 
rungen in der Rechnung verschaffen'). 






<: 3) 






\ 


E w... 




„ 



A 


' \ 


a \ 


FU. 4. 




G H' 









r z. B. in Abb. 183 Fig. l das ganze System AB 
CDEFQH als einen einzigen zusammenhängenden Rahmen 
auf, 30 erforderte dieser eine sehr zeitraubende imd weitläufige 
Berechnung, zu der in der Praxis keine Zeit vorhanden ist. 
Wählen wir aber ABCD als einfachen Zweigelenkrahmen, welcher' 
die mittelbar und unmittelbar auf ihn entfallenden Eigengewichts-, 
Wind- und Schneelasten (insbesondere auch die horizontale Wind- 
komponente, die als Einzellast von dem gelenkartig an- 
geschlossenen geraden Binderbalken übertragen wird) aufzu- 
nehmen hat, so vereinfacht sich die ganze Berechnung wesentlich. 
•) Daß die Eigentümlichkeit der Schwindung dea Eieenbetons eine gEwisne 
Unterteilung eines größeren Bauwerks geradezu erfordert, ist im Kapitel XLllI 
ntther dargelegt. 
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Natürlich hängt die Form des Binders (Rahmens) vor den 
Wahl des GründsystemB ab. Nimmt man den ganzen Bahraen 
als ein Stack an, so werden zum Schluß alle vier Pfosten ziemlich 
gleich stark werden und an den Punkten CDEF werden mäßige Ein- 
spannmigsquerschnitte auftreten. Geht man aber n^h dem oben ge- 
machten VoiBchl^ vor, Bo wird der Zweigelenkrahmen ABCD als 
schwere Konstruktion augenfällig hervortreten , während die anliegen- 
den Säulen und Balken als einfache leichte Konetruktionen erscheinen. 

Als Zweigelenkrahmen hätten auch ebensogut der mittlere 
oder rechte Bauteü aufgefaßt werden können. Die Entscheidung 
hierüber hängt außer von statischen Gründen von der zu erzielen- 
den Wirkung und den BaumverhältnisEen ab. Jedenfalls 
müssen die gelenkigen Anschlüsse der Konstruktionen nach Mög- 
Jichkeit verwirklicht werden durch Zusammenziehung der Eisen- 
einlagen in die Querschnittmitte oder durch Unterbrechung der- 
selben (Gelenke, Betonsteine, Bleizwischenlagen). 

Erfordern es die Baumverhältnisse, daß der Pfosten BD in 
seinen Abmessungen möglichst beschränkt bleibt, so käme es zur 
Wahl eines anderen grundlegenden Systems, etwa des zweifach 
statisch unbestimmten Bahmens ABQCDE, wobei dann bei E 
eine steife Ecke anzunehmen • wäre und zur Vereinfachiug die 
Mittelstütze DB als Pendelstütze- vorausgesetzt werden könnte. 

Ein Weiterer Schritt wäre der, daß man das Bauwerk der 
ganzen Breite nach als Bahmen auffaßt, die beiden Mittelstützen 
aber als Pendelstützen ausführt, wodurch, bei gelenkiger Auf- 
lagerung in A und H und steifen Ecken bei C und F, ein drei- 
fach statisch imbestimmtes System entstehen würde. 

Werden bei dieser Konstruktion die Pfosten AC und FH 
infolge der seitlichen Kräfte unerwünscht stark, so muß man 
zu ihrer Entlastung die Mittelstiele mit heranziehen, d. h. diese 
bei D und E einspannen, wobei dann alle oberen Knotenpunkte 
eingespannt, alle unteren gelenkig wären, also ein fünffach sta- 
tisch unbestimmtes System entstanden sein würde, Wagerechte 
Beaktionen würden dann auch noch bei B und Q aiiftreten. Die 
erleichternde Annahme von Fußgelenken kann man 
sich meist gestatten. 

' Bei den Rahmen Fig. 2 und 3 ist schon durch die -sehr ver- 
schiedene Höhe der Pfosten das Herausheben einzelner Teile 
geboten. Es ergibt sich von selbst, daß man die HallenteUe ABCD 
bzw. ABCDE für sich als Zweigelenkrahmen berechnet. 
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Fig. 4 zeigt im Mittelteil zwei übereinanderliegende Zwei- 
gelenkrahnien, wobei der untere insbesondere auch die wage- 
rechten Reaktionen dea oberen aufzunehmen hat. 

Im allgemeinen verfährt man bei der Berechnung am besten 
so, daß man für lotrechte Belastung durch Eigengewicht und 
Schnee und fiir wagerechte Belastung von Unks oder rechts je 
eine besondere Untersuchung durchführt und bei den einzelnen 
Querschnitten zum Schluß die ungünstigsten Zusammen- 
stellungen macht. In der Querschnittsbemessung ist die balken- 
verbindende Platte mit zu berücksichtigen, sofern sie nicht gegen- 
über dem Rahmen querschnitt zu schwach wird, was in der Regel 
bei Dachrahmen der Fall ist. 

In den meisten Fällen hat man mit einem rechteckigen 
Querschnitt zu rechnen. In der Wahl des Verhältnisses der 
Trägheitsmomente zueinander genügt es bei gleichbleibender Breite, 
ohne Rücksicht auf die Eiseneinlagen das Verhältnis zwischen 
den dritten Potenzen der Qnerschnittshöhen zugrunde zu legen. 
Erlaubt man sich weniger Genauigkeit, so kann man überhaupt 
ein gleichbleibendes J annehmen^). Siehe femer ,, Handbuch für 
Eisenbetonbau", 2. Auflage, Band IV. 

Im Brückenbaa. 

Wichtig sind noch einige Bemerkungen über den einfachen 
rechteckigen Rahmen als Brückenhauptträger. Es 
handelt sich bei der Berechnung solcher Rahmenhrücken zu- 
nächst darum, ob das grundliegende System als gelenkig oder 
eingespannt aufgelagert anzusehen ist (Abb. 184). 

In der Regel Uegt in der Art der beabsichtigten Ausführung 
weder der eine noch der. andere Grenzfall bedingt vor, sondern 
ein Mittelding zwischen beiden. Während sich bei Dachbindern 
das eine oder andere System klarer zum Ausdruck bringen läßt, 
rechtfertigen die größeren Dimensionen der Pfosten von Rahmen- 
brücken ungleich schwerer die Annahme von Fußgelenken, ohne 
daß man andererseits mangels genügender Größe der Fundamente 
von völliger Einspannung sprechen könnte. Wird einer der beiden 
GrenzfäUe durch konstruktive Maßnahmen nicht sieher gewähr- 
leistet, so wird man die statische Untersuchung für beide Grenz- 



) Bestimmongeii vom 13. Jan. 16, % 16, ZifFer 1. 
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fälle ausführen müssen, um für jeden Querschnitt die Höchst- 
beanspruchung zu erhalten'}. 

Bei Dachbindern wird der Horizontalschub in der Begel 
durch die nächstliegende Decke aufgenommen werden können. 




Bei Hallenbindem und Rahmenbrücken, die in direkter Ver- 
bindung mit dem Erdreich stehen,' kann man den Fundamenten 
die Aufnahme des Schuhes überlassen, sofern sie groß genug und 
gegen seitliche Verschiebung genügend gesichert sind; andern- 
falls müssen zwischen den Fundamenteii einbetonierte Zuganker 
vorgesehen werden (Abb, 185). 

') Soweit die Durchbiegung des Riegels in der Hitt« in Frage kommt, weist 
dem Gesagten gegenüber Dr.-Ing. Braudler für einen besonderen Fall nach, 
daß genannte atatigche Unklarheiten von eehr untergeordneter Bedeutung sind; 
auch die voutenförmige Auasteifung der Kahmenecken sowie eine fehlerhafte 
Annahme des Trägheitsmomentes der Pfosten soll danach für die Gestaltung 
der elastischen Linie des Balkens belanglos sein (Arm. BHon 1914, Heft 3, Be- 
lastungsprobe eines dreiseitigen Streifratkmens, S. 85, rechte Spalte). 
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Besonders dann, wenn auch ein unterer Abschluß erwünscht 
oder erforderlich ist (Durchlässe, Tunnelbauten, Kanäle) , werden 
die beiden Pfostenreihen (oder durchlaufenden Seitenwftnde) 
durch eine vollständige EisenbetonBohlplatte miteinander ver- 
bunden, so daß ringsum geschlossene Rahmen entstehen, 
die als sehr solide Konstruktionen anzusehen sind, weil sie als 
geschlossene Kasten durch Nachgiebigkeiten des Baugrundes 
nicht mehr beeinträchtigt werden können (vgl. später). 

Konstruktive Grundlagen bei der Bemessung von 
Bahmenbrücken bleiben folgende: 

Den Brückeubalken (Ri^el) bemesse man nach dem 
größten auftretenden Biegungsmoment für den Fall, daß seit- 
licher Elrddruck nicht vorhanden ist. Die Ecken zwischen Riegel 
und Pfosten erhalten ihre Größtmomente beim Vorhandensein 
von lotrechter und wagerechter Belastung zugleich. 

Die Wirtschaftlichkeit einer Bahmenbrücke hängt 
vor allem von dem Einspannungsgrade ab. Je steifer die 
Pfosten g^enüber den Balken sind, d. h. je höher das Verhält- 
nis von ~ und je niedriger die Pfosten, um so wirkungsvoller 

wird die beabsichtigte Ermäßigung des BaLkenmomentes aus- 
fallen. Das gilt beim Zweigelenkrahmen und in erhöhtem Maße 
auch beim eingespannten Rahmen. 80 stehen sich Wirtschaft- 
lichkeit und Berechnimgsgrundlagen einander widersprechend 
gegenüber; denn je stärker die Pfosten ausgeführt werden, um so 
weniger kann man noch von gelenkiger Aufl^^rung sprechen, 
und um so größer müssen bei Einspannung die Fimdamente aus- 
fallen (vgl, auch „Handbuch für Eisenbetonbau", 2. Aufl., Bd. VI, 
Brückenbau, S. 232 u. f,)- 

Kapitel XVla. 

Entwurf srorschläge und Feststellung der Rahmenachse.') 

Der Entwurf eines Bahmenwe^kes wird in der Regel so ge- 
handhabt, daß man an Hand ähnlicher, bereits berechnet vor- 
liegender Bauwerke — also nach der Erfahrung — den Rahmen 
aufzeichnet, die angenommenen Stärken auf Grund roher Berech- 
nung nachprüft — besonders auch hinsichtlich zweckdienlicher 

*} Das Kapitel bezieht sich auf die Bahnitnberechnung im allgemeinen, 
Boll aleo auch für die folgenden Abschnitte Gültigkeit besitzen. 
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ArmieruDgsmi^lichkeit — , und dann zur genauen Nachprüfung 
schreitet. Neuerdings sind zweckmäßige und bequem brauchbare 
BemeBSungeverfahren entstanden, die meist auf eine Er- 
mittltmg der Eisenquerschnitte hinauslaufen, so daß man diese 
dann vorher nicht abzuschätzen braucht. Bei unpassender Größe 
der sich so als erforderlich erweisenden Eisenquersehnitte wären 
dann entsprechende Veränderungen an dem Querschnitt vorzu- 
nehmen. Der Nachprüfungeweg hat lange auch weitgehenden An- 
sprüchen genügt. Im übrigen wird hierzu auf Band I verwiesen. 
Für die Ermittlung der äußeren Kräfte kann nach den Be- 
stimmungen vom 13. Januar I9I6 (§ 16, Ziffer 1) in der Regel 
unter Vemachläasigung der Eiseneinlagen mit unveränder- 
lichem Trägheitsmoment gerechnet werden. In der Tat ist 
der Einfluß der Trägheitsmomente auf die Querschnittsbestimmung 
nicht groß, aber doch größer als der Einfluß der Normalkräfte 
in der Bestimmung der statisch unbestimmten Größen. All- 
gemein, kann man sagen, kann auch bei höheren Ansprüchen an 
den Genauigkeitsgrad mit konstantem J gerechnet werden, wenn 
es sich hinsichthch der Veränderhchkeit der Querschnitte nur um 
Ausrundung oder Verstärkung der Eahmenecken handelt. Be- 
steht aber ein beträchtlicher Unterschied zwischen den einzelnen 
Rahmenstäben selbst — etwa zwischen Stielen imd Riegel — , so 
wirkt dieser Unterschied auf die statisch unbestimmten Großen 
merkbar ein, wenn auch lücht bei jeder Belastungsweise. So 
macht sich z. B. bei einem Doppelportal bei seithcher Belastung 
— insbesondere bei solcher in Riegelhöhe — der Unterschied in 
den Trägheitsmomenten in den Endergebnissen nur sehr wenig 
bemerkbar in großem Gegensatz zu den Ergebnissen bei lotrechter 
Belastung. Bekannthch handelt es sich bei dem Einfluß der 
Trägheitsmomente auf die statisch unbestimmten Größen nicht 
um ihre absoluten Werte, sondern um den Wechsel im Trägheits- 
moment {vgl. S. 107); die Werte v unserer Formeln ermöglichen 
dabei durch kleine Umrechnungen Untersuchungen über den 
Einfluß des Wechsels im Trägheitsmoment, so daß der Verzicht 
auf die Berücksichtigung der Trägheitsmomente 
keine nennenswerte Zeitersparnis mit sich bringt. 
Auch im umgekehrten Falle, wo man durch Verstärkung eines 
Rahmenteiles (z. B. der Stiele) gegen den anderen (z. B. den 
Riegel) für diesen eine Herabsetzung des Biegungsmomentes 
erzielen will, bieten die Werte v dazu die erwünschte zweckdien- 
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liehe Hajidhabe, Im allgemeinen sind bei Rechteckrahmen — ins- 
besondere bei niedrigen — die Einflüsse des Wechsels im Träg- 
heitsmoment größer als bei anderen Kahmenformen. 

Bei keilförmigen Rahmenetielen wäre das Trägheitsmoment 
desjenigen Querschnitts des Stieles maßgehend, dessen Trägheits- 
moment als das mittlere anzusehen ist; dieser Querschnitt liegt 
aber nicht in halber Höhe des Stieles, sondern etwa in */„ der Höhe*). 

Ein einfaches Verfahren zur Berücksichtigung des veränder- 
lichen Trägheitsmomentes der Stützen bringt A. Straßner^). Er 
führt dem Ei^ebnis nach die Berechnung von Bahmentragwerken 
mit Stützen von veränderlichem Trägheitsmoment zurück auf die Be- 
rechnung ebensolcher Konstruktionen von gleichbleibender Stärke. 

Die Frage, welche Linie dann innerhalb der Kah- 
menleibungen als Systemachse zur Durchführung Un- 
serer Berechnung zu erwählen ist, ist letzthin ver- 
schieden beantwortet worden. Bisher legte man als 
Systemlinie die Schwerlinie der Vollquerschnitte, und 
zwar mit oder auch ohne Berücksichtigung des n-fachen Eisen- 
querechnitts, oder auch die Mittellinie zwischen den Lei- 
bungen zugrunde und befand sich damit nach dem Ergebnis der 
nachfolgenden Erläuterungen auch auf dem richtigen Wege. Sotem 
aber der Omndsatz, die Betonzugzone aaszasehlieSen, den Trir bei 
der SpaDDungsbereehnaDg beobachten, auch bei der Feststellang 
der Süßeren Kräfl« zn Oeltnng za bringen wfire, hätte die System- 
achse durch die Schwerlagen der statisch wirksamen 
Querschnitte, d. h. durch die Schwerpunkte der Ver- 
bundquerschnitte aus Betondnickzone nnd n-fachem einer- 
seitigen oder beiderseitigen Eisenquerschnitt zu gehen *) . 
Damit wäre aber die Lage der Systemachse von den 
Spannungen abhängig, also von Werten, die von Quer- 
schnitt zu Querschnitt veränderlieh sind. Es sind denn auch 
neuerdings Verfahren mit Zugrundelegung dieser sogenannten 
,, statischen" Achse für die Bestimmung von Rahmen - 
querschnitt«n vorgeschlagen worden. In diesen Arbeiten, die- 

') Vgl. AuQerung von Prof. Domke ii^Beton und Eisen 1914, Heft 1, S. 21. 

•) Beton u. Eisen 1ÖI6. Heft 6, S. 80, auch Heft 7/8, S. 100. 

*) Bei eszentriachem Druck fällt dieser Schwerpunkt ni c ht wie bei reiner 
Biegung in die Nullinie, sondern liegt oberhalb derselben in der Druokzone, bei 
ezzentiischem Zug liegt er unterhalb der Druckzone; siehe Berechnung von «g 
Seite 114. 
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von den Herren B. Löaer und Dr.-Ing. Kunze stammen, wird 
herrörgeboben, daQ bei statisch unbestimmten Bauwerken, die 
nur unter Zugrundelegung einer bestimmten Achsenform berechnet 
werden können, nur die erwähnte ,, statische" Achse als System 
hnie benutzt werden dürfe. Ich habe in einer Kritik*) dieser Ar- 
beiten zunächst Betrachtungen über die Größe des Fehlers in der 
Spannungsermittlung angestellt, der gemacht wird, wenn an Stelle 
der ,, statischen" Achse die Scbwerachse des Vollquerscbnitts odet 
die Mittellinie als Systemlinie zugnmde gelegt wird, und welche 
praktischen Einwände in allen FäUen gegen die Benutzung des 
neu vorgeschlagenen Eerecbnungsverfahrens vorzubringen sind. 
Die darauf mir entgegengebrachten Abweisungen*) konnten mich 
bisher nur davon überzeugen, daß es einzelne besondere 
Fälle gibt, wo tatsächlich eine Berechnung auf Grund der 
„statischen" Achse größere Spannungen ergibt bzw. stärkere 
Armierung erfordert als eine Berechnung auf Grund der Hittel- 
hnie oder Scbwerachse des Vollquerschnitts. Es sind dies an- 
scheinend — ein endgültiges Urteil will ich hier nicht aussprechen — 
solche Fälle, wo eila Normaldruck nur die statisch unbestimmte 
Größe in Frage kommt {vorwiegend also die Riegel rechteckiger 
Rahmen, besonders bei niedriger Höhe und großer Spannweite); 
wo nur die Lasten den Normaldruck abgeben (in den vertikalen 
Rahmenteilen), scheint sich kein Unterschied in den Spannungs- 
ergebnissen nach dem einen oder anderen Verfahren feststellen 
zu lassen, und schr^ liegende Rahmenteile ständen hinsichtUch 
der Beurteilung in der Richtung dann zwischen den beiden Grenz- 
zuständen, sich je nach Neigung mehr dem einen oder dem anderen 
Einflüsse unterstellend. Für einen Zweigelenkrahmen in der Form 
von Abb. 324 und zugehöriger Kraftlage und Momentenfläche 
fand ich überhaupt keine nennswerten Unterschiede in den Span- 
nungsergebnissen, nachdem ich nach der Spannungsermittlung 
auf Grund der vorliegenden Achse die „statische" Achse gesucht 
und dann die ganze Berechnung auf Grund dieser Achs^ wieder- 
holt hatte. Die , .statische" Achse lag dabei in den Eckpunkten C 
und D 9 cm, in den Eckpunkten £ 7 cm unterhalb der ersten 
Achse, für den Riegel nach entsprechendem Übergang durch die alte 
Achse (in der Nahe der Momentennullpunkte) dann größtenteils 7 cm 

1} Armierter Beton 1919, Heft 1. „War die bisherige BeetimmuDg von 
Rabmenquerschnitten mit dem Mittenmoment wirklich falsch!" 
*) Ann. Beton 1919, Heft 6, S. 135. 
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oberhalb der ersten Achse '). Über Spannungserhöhungen in anderen 
Fällen siehe S. 114 (Bechteokrahmen) und S. 263 (Kastenrahmen). 
Welche Berechtigung im übrigen die von Jjöser und Kunze 
vorgenommene Übertragung des Grundsatzes einer wirkungslosen 
Betonzugzone auf Berechnungen, die der FeststeUung der äußeren 
Kräfte dienen, besitzt, erweisen in durchaus abiebnendem 
Sinne die Auseinandersetzungen der Herren Dr.-Ing. Gilbrin 
und Dr.-techn. Krebitz zu der vorliegenden Frage*). Ich lasse 
die Ausführungen des Heim Dr.-Ing. Gilbrin hier folgen und 
bemerke, daß Herr Dr.-techn. Krebitz die ausdrückliche 
Forderung aufstellt, als Systemlinie die durch die 
Schwerpunkte der VoUquerscbnitte gehende Linie 
zugrunde zu legen, und daß er nur diese Linie als die 
richtige statische Achse anerkennt. 

Die Bestimmung von Rahmenqaerschnitten. 

In „Armierter Beton", Jahrg. 1919, Heft 1, S. 3ff. bringt 
Herr H.Schlüter unter dem Titel ,, War die bisherige Bestimmung 
von Bahmenquerschnitten mit dem Mittenmoment wirklich falsch ?' 
eine Bechtfertigimg der bisher bei der Bemessung von Eisenbeton- 
querschnitten gebräuchlichen Berechnungsweise, welche auf der 
von TU örsch abgeleiteten Gleichung dritten Grades beruht, gegen- 
über einem neuen, zuerst von Herrn Ingenieur Löser abgeleiteten 
und später von Herrn Dr.-Ing. Kunze weiter ausgebauten Be- 
rechnungsverfahren. Der Verfasser wies nach, daß ea erstens 
praktisch unmöglich ist, die statische Achse eines Rahmen- oder 
Bogenträgers so aufzufassen, wie es die Verfechter des neuen Ver- 
fahrens tun, zweitens, daß bei Gebrauch der Mittellinie als statische 
Achse der etwa begangene Fehler in zulässigen Grenzen bleibt. 
Herr Schlüter gibt zu, daß das Lösersche Verfahren theoretisch 
richtig sei, und bestreitet lediglich seine Anwendbarkeit beim Ent- 
wurf. In folgenden Zeilen seien zur Klärung der vorliegenden Frage 
noch einige Punkte berührt, um gleichzeitig darzutun, daß das 
alte gebräuchliche Verfahren bei der Berechnung statisch unbe- 
stimmter Konstruktionen der anzustrebenden theoretischen Ge- 
nauigkeit am nächsten kommt. 

Bei der Berechnung eines Eisenbetontra^werkes, sei es ein 

') Gemeint sind mit den Zahlen die normalen Abstände von der alten 
Aehse, nicht die lotrechten. 

*) Arm. Beton 1919, Hefte 4 und 7. 
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Rabmen- oder Bogenträger, ließen sich theoretisch drei Mi^lich- 
keiten für die Festlegung der etatischen Achse in Erwägung ziehen: 
l. Die Achse gedacht als Verbindungslinie der Schwerpunkte bzw. 
Mittelpunkte der homogen angenommenen Querschnitte, 2. als 
Verbindungslinie der Querschnittsschwerpunkte unter Berück- 
sichtigung der Eiseneinlagen, 3. als Verbindungslinie der Schwer- 
punkte der bei Ausschluß der Betonzugspannungen noch wirk- 
samen Querschnitte. Die Wahl der Mittellinie führt am raschesten 
zum Ziel, sie setzt das Bekanntsein der Querschnittsahmessungen 
voraus. Das zweite Verfahren erfordert außerdem die Kenntnis 
des EisenquerschnittB. Man ist also zu Beginn der Rechnung zu 
Annahmen über die Querschnitt^^ößen genötigt. Auch das dritte 
Verfahren verlangt solche Annahmen, femer die Kenntnis der 
Lage der Nullinie in den einzelnen Querschnitten. Abgesehen davon, . 
daß diese mit jedem neuen Belastungsfall wechselt, woraus schon 
die Unhrauchbarkeit dieses Verfahrens hervorgeht, ist ihre Er- 
mittlung im voraus auch angenähert nicht mögUch. Es ist nicht 
richt^, die tatsächüche Lage der NuUinie aus dem bekannten, 
die Zugzone des Betonquerschnitts vemachlAssigenden Bemessungs- 
verfahren herleiten zu wollen, um daraus weiter die statische 
Achse zu bestimmen. Denn, daß der Betonquerschnitt auf der 
Zugseite überall spannungslos sei, ist eine Annahme, welche ledig- 
lich deshalb Eingang in die Statik des Eisenbetonbaus gefunden 
hat, weil sie für die Bemessung der Eisenbetonquerschnitte bei 
erhöhter Sicherheit einfache Formeln liefert. IVIacht man aber 
einmal diese Voraussetzung (Spannungslosigkeit des Betons in 
der Zugzone) für die Ermittlung der statischen Achse, dann müßte 
man folgerichtig auch die entsprechenden Trägheitsmomente zu- 
grunde legen, was natürhch nicht mt^hch ist.') 

Aber abgesehen davon, würde man mit Größen rechnen, die 
den tatsächlichen Verhältnissen nicht mehr entsprechen, da man 
gleichsam überall da, wo wenn auch nur kleine Zugspannungen 
auftreten, bis zur NuUinie verlaufende Bisse annimmt. Man liefe 
8<^ar Gefahr, bei statisch unbestimmten Systemen gewisse Quer- 
schnitte zu günstig zu rechnen und insbesondere die Zusatzspan- 
nungen zu klein ermitteln. Herr Dr.-Ing. Kunze empfiehlt die 
Anwendung des neuen Verfahrens nur für Querschnitte, in denen 
Zugspannungen von mehr als 12 ka/cm» auftreten. Eq gibt aber 
in allen Eisenbetontragwerken — manchmal größere — Strecken 
1) Vgl. auch S«it« 361 oben. 
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der Achse, wo in den QuerBchnitten die Betonzugspannung unter 
dieser Grenze bleibt. 

Ein schwerwiegender Nachteil des neuen Verfahrens ist die 
Nichtanwendbarkeit des Superpositionsgesetzes und 
folglich auch der Einflußlinien. Ehe man diese unentbehrlich 
gewordenen Hilfsmittel der Statik aufgibt, wird man gern auf 
eine neue Theorie verzichten, wenn sie auch scheinbar genauere 
Ei^ebnisse verspricht. Nach wie vor wird man also bei der Be- 
rechnung statisch unbestimmter Systeme voll wirksame Eeton- 
querschnitte annehmen müssen und dementsprechend die statische 
Achse wählen. Der Wirklichkeit am nächsten kommt das Ver- 
fahren, das die Verbindungslinie der Schwerpunkte der vollen 
Querschnitte einschließlich Berücksichtigung des Eisenquerschnitts 
als Achse annimmt. Wo mit Sicherheit Zugrisse zu erwarten sind, 
kann näherungsweise ein entsprechend vermindertes Trägheits- 
moment in die Rechnung eingeführt werden, ohne daß es nötig 
wäre, an der betreffenden Stelle eine Ausbuchtung der Achse vor- 
zunehmen. Man wird im Gegenteil oft genötigt sein, die bei der 
Eigenart des Eisenbetons sich ergebende unregelmäßige Linie der 
Achse auszugleichen und durch gerade oder einfach gekrümmte 
Linien zu ersetzen. Bei der Bemessung hat man dann nur nötig, 
die Lage des jeweils betrachteten Querschnitts zur Achse zu be- 
rücksichtigen, das heißt, man hat das Mittenmoment aus dem 
auf die Achse bezogenen Moment und der Normalkraft zu ermitteln. 
Werden die Abweichungen bei der Querschnittsbemessung gegen- 
über den gemachten Annahmen unzulässig groß, so ist die Rechnung 
mit den neuen Grundlagen zu wiederholen. 

In den meisten Fällen der Praxis wird auch die Wahl der Mittel- 
linie (ohne Berücksichtigung der Eiseneinlage) als Achse gerecht- 
fertigt sein, da die Unterschiede p^enüber dem genaueren Ver- 
fahren mit Berücksichtigung der Eiseneinlage kaum ins Gewicht 
fallen. Bei unbericbtigter Achse sind die erhaltenen Mittenmomente 
gleichzeitig auch die Achsenmomente — natürlich nicht im Sinne 
Ton Herrn Löser bezogen auf die Schwerachse des rechnungs- 
mäßig ermittelten wirksamen Querschnitte, sondern auf die wag- 
rechte Mittellinie des gesamten Betonquerschnitts. War die 
Achse durch Ausgleichung erhalten, so sind vor der Bemessung 
der Querschnitte die auf die Achse bezogenen Momente in die 
Mittenmomente zu verwandeln. Dr -Init Gilbrin 
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Beliebig gelagerte einfache Kahmen. 

Kapitel XVII. 

Der einseitig gelenkige Stabzug oder Rahmen. 

Durch feste Einspannung auf der einen Seite vermehren wir 
die Anzahl der zunächst unbekannten Auflagei^rÖßen gegenüber 
beiderseits gelenkiger Auflagerung von vier auf fünf; das System 
würde 5 — 3 = zweifach statisch unbestimmt (vgl. Abb. 104 mit 
dem Einspannungsmoment Xj). 

Wir machen ein solches System einfach durch Wegnahme 
des gelenkigen Auflagers statisch bestimmt, wobei als statisch 
bestimmtes Hauptsystem ein einseitig emgespannter Träger ent- 
steht, den wir gemäß unseren Betrachtungen S. 91 u. f. einmal 
unter dem Einfluß der vorliegenden Belastung, sodann unter 
dem Einfluß der statisch unbestimmten Größen zu betrachten 
haben (Abb. 104 a und b). Wir kamen 8. d2 und 93 zu den 
Versehiebungsgleichungen 

•M-ds 



l-d. 



~J E-J 



und den ScbluBgleichungen, wenn wir für die linken Seiten all- 
gemeiner die Bezeichnungen L'„ und L'^ einführen und anstatt 
der Minuszeichen innerhalb der Klammem zum Ausdruck der 
erforderlichen algebraischen Addition allgemein Pluszeichen ver- 
wenden : 

1. L,=^j^ -^-j 



L'.=j^ 



{M, + M.-X. + M,X,)d3 
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rechte Seite (vgl. S. 106) erhalten wir ausmultipliziert: 

1. V„-E'J^ = lU^-M^-o-ds->r\Ml-X,'vA8-\-l-M^-Mi-X^-vda 

In diesen Gleichungen ist alao M^ der Einfluß von X^ = 1 
dem Sinne nach negativ*), und Mt der Einfluß von Xj = 1, »Jem 
Sinne nach positiv; und wir erhalten daher allgemein mit Ein- 
führung der entsprechenden Werte M^ = — l • y = — y und 
■ M^~\-x^x und HerauBsetzung der konstanten Werte (Abb. 186) 

1. K-EJ„ l'yMo-v-ds + X.fy'-vds — Xbfyx-v-ds 

2, Li-E-J„ = +jx-Ma-v-ds-Xjyx-v-d3 + Xilx'-vda . 



Die Momenteußftchen ente 
\^ für -T, der Abb. 236 (S. 224) .: 



^ für Zi der Abb. 237 (S. 224) i 
-.-.für lotrechte Last der Abb. 240 (S. 227) 
für seitliche La«t der Abb. 246 (S..230). 



Den Herleitungen in Kapitel IX entsprechend ist geometrisch 
gedeutet 

(y ■ M^ -v-ds ^:v-Fq- fy , also gleich dem statischen Moment der 
auf die Rahmenachse projizierten - " - fachen M^- 

Fläche bezc^n auf die wagerechte Achse durch das 
Gelenk {dem Sinne nach negativ bei negativer M^- 
Fläche, so daß dann das erste GUed im ganzen 
wieder positiv wird) ; ') 
j X ■ Mo -v-da^v-F^-f^, gleich dem statischen Moment derselben 
Fläche bezc^n auf die lotrechte Achse durch das 
Gelenk (dem Sinne nach auch negativ, so daß das 

') Im aügemeinen ist es unnötig, die stfttiaob uobeatiinmten Größen gleich 
mit ihrem richtigen Vorzeichen einzusetzen; mtui führt sie für die Rechnung 
einfacher durchweg als positiv ein, 'wonach sie sich von selbst mit den richtigen 
Vorzeichen ergeben wie alle ßcaktionen. 
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erste Glied der zweiten Gleichung im ganzen nega- 
tiv wird); 
(^■da-v = v-fc-ff dae statieche Moment der zu J, = 1 gehörigen, 
auf die Bahmenachse projizierten — " - fachen Mo- 
mentenfläche des Haupteystems bezogen auf die 
wagerechte Gelenkachse oder gleich dem Trägheits- 
moment des mit da ■ v belastet gedachten Bahmea- 
zuges bezogen auf die Wagerechte durch das Gelenk 

{=v--l {H^ + H-h + k^}); 

lx*-v-da = V- f^- /, das statische Moment der zu ^4= 1 gehörigen, 

auf die Bahmenachse projizierten -~ - fachen Mo- 

mentenfl&che bez<^n auf die Lotrechte durch das 
Gelenk oder gleich dem Trägheitsmoment desselben 
Bahmenzuges bezogen auf die Lotrechte durch das 

Gelenk (ebenfalls = -5- {H^ + H -h + k^) unter sinn- 
gemäßer Anwendung von H und h auf die wage- 
rechten Abstände der einzelnen Stabeckpunkte 
von der Lotrechten durch das Gelenk); 
jy-x-v-ds = v- f^-f, also sinngemäß mit v • F^- f das statische 
Moment der zu JT. = 1 gehörigen und auf die 

Bahmenachse projizierten -j - fachen Momenten- 

fläche bezogen auf die Lotrechte durch das G^lbnk 
oder das statische Moment der zu X„=\ gehörigen 

4"- 

mentenfläche bezogen auf die Wagerechte durch das 
Gelenk. 
Nach Einsetzung aller dieser Werte in die beiden obigen 
Gleichungen lassen sich die beiden statisch unbestimmten Größen 
Xa und Xi ohne weiteres aus denselben ermitteln. 

Für ungleich hohe Lagerungspunkte gilt das in Kap XV 
Gesagte. 

Anmerkung. Näher betrachtet, sind die Glieder 
der rechten Seite von Gleichung 1. die statischen Mo - 
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mente der zu M^, JCg und X^ gehörigen, aufdie Rahmen 

J 

Hanptaystems bezogen auf die W a gerechte .durch das 
Gelenk, ebenso die Gliederder rechten Seite von Glei- 
chung 2. die statischen Momente der nämlichen Flä- 
chen, bezogen au f die Lotrechte durch das Gelenk. 



Kapitel XVIII. 

Der beiderseits eingespannte gerade Träger. 

Zufolge Wegfalles des Horizontalschubes treten an jedem 
Auflager zwei Auflagergrößen auf, die lotrechten Drücke A, B 
und die Einspannungsmomente M^ und Mi, (Abb. 187>. Die 

lllJlllllllllllllllllllilll[ITTMIlfFi| • ^iiiii'li'iiiiiUi iiiiiiiiiin I 



statische Bestimmtheit stellen wir einfach durch Wegnahme 
eines der Stützpunkt« her und erhalten als statisch bestimmtes 
Hauptsystem den einfachen Kragträger Abb. 188, an dem außer 
der negative Momente hervorrufenden Belastung die statisch un- 
bestimmten Größen -4 = Xt und M^ = X^ angreifen , zu deren 
Bestimmung uns die Gleichungen zur Verfügung stehen {mit , 

1. L',-E-J =jMf M^-d8-\- (Mi-Xi.ds-\- jMi-M,-X,-ds .-^...,w 'c._'. -, 

2. L',-E-J = lM,-Ma-d8-\-jM,-Mi-Xi-d8-^\m-X,-d8. t^^^^-^-^^i^ 
Der Drehsinn von Xe darf dabei beliebig sein; Xt ist eine 

Reaktion, genau wie Xj, deren Richtungssinn wie immer von 
der Belastungsärt abhängig ist und sich daher durch die Rech- 
nung ergiot. Hierbei bedeutet ein positives Ergebnis für X^ 
eine Bestätigung des angenommenen Drehsinnes, ein negatives 
eine Verneinung desselben. Dieser Grundsatz hat allgemeine Be- 
deutung. 

Wir haben X, u^ativ — also im^Sinne der Belastung — 
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drehend angenommeii und erhalten mit M^ = dem Einfluß von 
Xt— \ ~ \ ■x = x und Jtf, = dem Einfluß von. JC, = 1 = — 1 : 

1. U-E-J = lx-Mo-ds + Xblx'-d8-X,lx-l-ds 

2. L;-E-J = -ll-Mo-d8-Xbfl-x-d8 + X^fl-d« . 
Geometrisch gedeutet ist 

jx ■ Ma-d8 = F^-f^ , also gleich dem etatischen Moment der auf 
die Stabachse projizierten Jtfo-Fi^'^ö Iwzt^n auf 
die vertikale Bezugsachse der Maße x; 

= f u = dem Inhalt derselben itfa-Fläche ; 

= dem Trägheitemoment des Stabes bezogen auf die 
Bezugsaohse ; 

= dem statischen Moment des Stabes bezogen auf die 



jMo-d8 

jx'-ds 

jx-ds 



(da =der Länge des Stabes. 

Das Vorzeichen der beiden Gheder mit M^ kehrt sich um 
wenn_j^jji^ativ ist, wie es meist der Fall sein wird, -i.'k-i- ' 

Für nur gleichmäßige Last und unnachgiebige Lagerung er- 
halten wir beispielsweise f^^^ 

3 2 



1. 



^ifMpi-r^--V 



Iql* 



l -Xi 



U-x,.i. 



-a,.:.^ 



.Bei Multiplikation der Gleichung 2. mit - und Addition der- 



f-v.* 
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Mit Einsetzung von Z» in Gleichung 1. 



' 24 



-X- 



l'' 



^-12 

-wobei das positive Ergebnis unsere Annahme, daß der Drehsinn 
für Xj n^ativ, wie in Abb. 188 angedeutet ist, bestätigt. 

Die Einflüsse von M^ und Xi> am Freiträger eigeben als 
Momentenfläche eine Parabel mit positivem Sinn, der Einfluß 
gl* 
12 



Kapitel XIX. 

Der einerseits eingespannte, andererseits frei drehbar 
gelagerte gerade Träger. 

Ein solcher entsteht durch Weglassung des Einspannungs- 
momentes auf einer Seite, z.B. X, (Abb. 188). 

Die statiscli unbestimmte Größe ist nur noch Xt, und die 
Bestimmungsgleichung derselben lautet einfach 
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Mehrstielige Gelenkrahmen mit Pendel- 
stützen. 

Die Berechnung solcher Bahmen in symmetrischer oder un- 
symmetrischer Anordnui^ der Fendelstützen (Äbh. 180 u. 191) 
schließt sich eng dem im vorbeigehenden Abschnitt gezeigten Ver- 




fahren an. Wir behandeln zunächst den Rahmen mit einer Pendel- 
stütze. 

Kapitel XX. ■ 

Rahmen mit einer Pendelstütze. 

■ Durch Wegnahme der Pendelstütze und Verwandlung eines 
der beiden festen Auflagergelenke in ein Rollenl^er erhalten wir 
das statisch bestimmte Hauptsystem, den einfachen Träger, den 




wir wie immer unter dem Einfluß der Belastung und der beiden 
statisch unbestimmten Großen X, und X^ zu betrachten haben 
(Abb. 192 u. 193). 

!8* 
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Die Bestimmungsgleichungen für X„ und X^ lauten wieder: 

1. L:rE-J„=fM^-Mo-vd8 + X^fMl-v-ds + XtfM.-Mt-v-ds 

2. Li-E-J„=lMi-Mo-v-ds + X.fM,-M,-v-ds + Xj3fl-vd8. 

In diesen Gleichungen ist M, der Einfluß von J, = 1 = — I ■ 1/ 
= —y und Ml, der Einfluß von Xj = 1 , im Bereich der Strecke a 

also gleich — 1 • , ■ a: , im Bereich der Strecke b gleich — 1 ■ -=- • a; 

(Abb. 194), soweit zunächst nur lotrechte Belastung in Fr^e 




kommt; für seitliche Belastung kehrt sich das Vorzeichen dieser 
Werte um.^) Hiermit lauten unsere Gleichungen: 

1. L'^-E-J„=—\y- Mf,-v-d8 + Xjy*-v-ds 

b 

+ XtA-j } y-x-v-da -\- jjy'X-v-d8\ 
ö 

B b 

2. Li- E ■ J„ = -\-J X. Mo- V- ds + ^ jx.Jt^- V de] 



+ X.-\Ux-yvds + ^^.j'y.x-vds^ 

, V [*Vi j , "*/"» j 1 
+ Aft- \i^j^- v-ds + ^jx*-v-ds\ . 



') Beucht« hierzu die FaSnote auf Seite 190. 
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Hierin bedeutet in Gleichung 1 . genau wie im vorangehenden 
' Abschnitt : 

Glied I ^ V Ff,- fy das statische Moment der auf die Rahmen- 
achse projizierten -j -fachen Momentenfläche des 

Hauptsystems un terder äußer en B^aatung bezogen 
auf die wager^SteTielwitacliEe ; ^^^ " 
(y* -v-ds = V fo- fy das statische Moment der zu 'X^ = 1 ge- 

Momentenfläche bezogen auf die wagerechte Gelenk- 
achse oder das Trägheitsmoment des mit d« ■ v be- 
lastet gedachten ,Rahmenzuges bezogen auf dieselbe 
Achse 

der Klammerwert z« X^ = w ■ /„ ■ /^ das etatische Moment der zu 
Xb=l gehörigen, Huf die Rahmena«hse projizierten 

-^-fachen Momentenfläche bezogen ebenfalls auf 
diese Achse. 
Ebenso bedeut«t in Gleichung 2.: 
Glied I — V- Fa- fx das statische Moment der auf die Rahmen- 
achse projizierten -p-fachen Momentenfläche des 

Hauptsy8t«ma. unter der äußeren Belastui^ für den 
linken Teil bezogen auf die Lotrechte durch A , für 
den rechten Teil bezogen auf die Lotrechte durch B, 

multipliziert mit -. bzw. . ; 

der Klammerwert zu Jo = " ■ /o ■ /i das statische Moment der zu 
Xa = I gehörigen, auf die ßahmenachse projizierten 

-^-fachen Momentenfläche des Hauptsystems, für 

den linken Teil bezogen auf die Lotrechte durch A, 
für den rechten Teil bezogen auf die Lotrechte 

durch B, multipliziert mit j bzw. j ; 

der Klaramerwert zu Xt, = das atatisohe Moment der zu X» = l 
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gehörigen, auf die Rahmenachse projizierten 



j. 



fachen Momentenfläche des Hauptsystems, für den 
linken Teil bezogen auf die Lotrechte durch A , für den 
rechten Teil bezogen auf die Lotrechte durch B oder 

unter sinngemäßer Anwendung von H und h auf 
die wagerechten Abstände der einzelnen Bahmen- 
eckpunkte von der Lotrechten links durch A , reehts 
durch B, gleich dem Trägheitsmoment des linken 
Rahmenzuges bezogen auf die Lotrechte durch A 
und des rechten Rahmenzuges auf die Lotrechte 

durch B, multipliziert mit , bzw. 



l 



l ' 



Das 



komn 



als< 



-f— 



Xa^ 



der Anmerkung zu Kapitel XVII Gesagte 
' in bezug auf Gleichung 1. unverändert, 
in bezug auf Gleichung 2. sinn- 
gemäß für zwei Bezugsaclisen 
{die Lotrechten durch A und B) 
zur Geltung!). 

Anderenfalls wäre bei der Aus- 
führung der Integrationen zu beach- 
ten, daß bei schräg laufenden Stab- 
stücken das tirgebnis der Integration 
mit dem Längenverhältnis des Stab- 
stückes zu seiner Projektion — für 
die Glieder mit x mit der lotrechten, für die Glieder mit y mit der 
seitlichen ~- zu multiplizieren ist, weil ds in Richtung des Stab- 
zuges zu verstehen ist {vgl. S. 121, Zeile 3 und S. 138, unten, auch 
Abb. 172 und 173 mit Text), 

Beispiel: Bei symmetrischer Rahmenform und gleichmäßiger 
Belastung erhalten wir, wenn die Auflager unverschieblich ange- 

b 



nommen werden und v = 1 gesetzt wird, mit 



, (Abb. 195); 



'I In bezug auf Gleichung 2, bringt Kapitel XXXVIII {Ziffer 2b. und e, 
in Elastizitätabedingung 5 eine allgemeiDere und wesentJJch einfachere 
Faesung, deren Benutzung daher gegenüber den hier vorliegenden Deutungs- 
ergebniasen vorzuziehen int. 
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die eich dann noch weiter vereinfachen Ueßen. 



Y^r- 




,. RißSi^mnt zwei Pendelstützen*). 

■ f . Für Äu^n Rahmen mit zwei Pendelatützen (Abb. Ifl6) erhal- 



r~ . ') Ein praktisches Beispiel (ür die ATisführung einer Brücke aU Bahmcn 

.,iw.\uiu--'( mit Bwei Pendebtützen bringt Beton u. Eisen 1916, Heft U/IU, S. 38. 

8 ..t...;«-,-... J . ■ 
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■ +X,fMa-M.-vda, 

2. U-E-J^ = fMt-M„^vd8 + X.fMf-M^-v-d8 + XijiP,-v-da 

+ X,jMfM,-vds 

3. U-E-J„=fM,-M,-v-ds+X^jM,-M„-v-d3+XtjM,-Myvda 

In dieBen Gleichungen iat wieder M, der Einfluß von Xa= l 
= —l' y = —y, Mi der Einfluß von X^= \, im Bereich der 

Strecke Oi also gleich —1 • - - ■ x, im Bereich der Strecke ä, gleich 



-\- l-x (Abb. 197), Jf, der Einfluß von J, = 1 im Bereich 

l ' 



l 
der Strecke % = — 1- ^-a:, im Bereich der Strecke &, {gleich 



— 1 ■ ~ ■ x^) (Abb. 198), womit unsere Gleichungen lauten: 

1. L'^-B-J„= - jy ■ M^- V- de + Xgjy*- V- ds + XA-^ jy- x-v-ds 

P 1 f ■■' ^ I 

' + ^|y^x•v■d3\+ xAYfy-x-v-d8+ YJy-x-vdsl 

Li-E-J„=-\^fx-Ma-v-d8 + ^fx-M^-v-d. 

jlx-y-v-d6+ jlz-y-v-dal 

+Xt,\j^jx^-vda + ^jx'-v-ds\ 






r a. N «, r '^ J,.-., , 



') BetMihto hierzu wieder die FnDnot« auf Seit« 190. 






iGcxV^K-'"-- 



1.' ^ "1 

^jx-M^-v-tis + ^fx-M^-vdsl 

r "■ , ?' ] 

+ Ja ^? /ar ■ y • w • rfa + "' /a; ■ y ■ V ■ da 

4- Zj [Klammerwert zu X^ von Gleichung 2.] 

+ X,\^llx>-vds + '^jx'-v.ds\. 

Zur Ausführung des ■ j M^- M^ ist das Dreieck für JT» = 1 
durch Hinzufügung des in Abb. 187 gestrichelten Dreiecks er- 
gänzt worden, wonach die Int^^ation zunächst über a, imd b, 
erfolgte, zum Schluß erfolgte der Abzug im Bereiche des Er- 
gänzungsdreiecks durch das Integral über a^ — a^. 

Die Deutung der Gleichungaglieder entspricht der im Ka- 
pitel XX. Das in der Anmerkung zu Kapitel XVII Gesagte 
kommt also wieder in bezug auf Gleichung I. unverändert, 
in bezug auf Gleichung 2. sinngemäß für die linke und rechte 
Auflagervertikftle mit Teilung der Flächen in den Wirkungsgraden 
von Xi,, in bezug auf Gleichung 3. sinngemäß ebenfalls für die 
linke und rechte Auflagervertikale mit Teilung der Flächen in 
den Wirkungsgraden von Xe zur Geltung^). 

Beispiel: Für den Rahmen mit geradem Querbalken und 
Stützen in den Drittelpunkten der Länge l erhalten wir hiernach 
bei gleichmäßiger Belastung mit q, weim unverschiebliche Auf- 
lager angenommen werden und » = 1 ist : 



! 8 


-+-.(^ 


+ !■ 


*■) + JC. 


S;*K-.(^ 










A 










l' q 
81 2' 


1^ 
324, 


)+J(V 


81' q 
'81 2 


16 !A 
'Bli 


+ x. 


{?-) 


.X.[i 


'81 
B 


+ '■-'"1 

^9 Sil 






+ x, 


[2 8 
'lfl'81 


■'< 


'81 " 


-"(Ä 


-"Sl 





^) In bezug auf Gleichungen 2. und 3. beachte die Fnßnot« auf 8 
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ql'h 
■ 18 " 

1944 " 
22ql' 
1944 " 



+ ^•14») + ^- 



+ M- 



486/ 



f""" miiiNiiiiltim 



Mit A = (Abb. 199) liefern Gleichung (2) und (3) die Stützen- 
drücke Xft und Xf einee Trägers auf vier Stützen zu 
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Mehrstielige Gelenkrahmen mit steif an- 
geschlossenen Stützen. 

Kapitel XXII. 

Ber Rahmen mit einer Zwischenstiitze. 
1. Bereehnnngsgang im allgemeinen. 

Wir setzen einen beliebig gestalteten und beliebig belasteten, 
in drei feete Äuflagergelenke endigenden Babmen voraus, ent- 
wickeln unsere Gleichungen aber der Übersichtlichkeit wegen an 
einem einfachen rechteckigen System in der Erwartung, auch 
für diese Bahmengruppe ebenso einfache geometrische 
Beziehungen für die Gewinnung der statisch unbe- 
stimmten Größen aus den Bestimmungsgleichangen 
derselben herauslesen zu können, wie uns das für die 
Rahmen mit Pendelstützen in so einfacher Weise ge- 
lungen ist. 

Gedachter Rahmen ist 3 - 2 — 3 = 3-faeh statisch un- 
bestimmt (Abb. 200), Xi, Xi und C seien die unbestimmten 
Größen, das Hauptsystem der einfache Träger (Abb. 201). 

Die Behandlung des Hauptsystems unter der gerade vor- 
liegenden Belastung bietet keine Schwierigkeiten; es wären die 
Reaktionen auf das feste und bewegliche Lager zu ermitteln und 
die Momentenflächen auf die ßahmenachse aufzutragen ; diese 
Momente mögen allgemein mit M^ bezeichnet werden. 

Wir betrachten nun nacheinander das Haupteystem unter 
dem Einfluß der einzelnen statisch unbestimmten Größen und 
zeichnen für jeden Fall die zugehörige Momentenfläche ein 
(Abb. 202 bis 204). 

Bei Zusammenlegung sämtlicher Momentenflächen erhalten 
wir in den einzelnen Stäben die Momente: 
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M„ = ll, 


-X.-y, 




M^~M, 


-C.f. 


-X,h 


M^^M, 


-c»... 


-(Jf. + x, 



Die BestimmungBgleichungen für die statiscli unbestimmten 
Größen lauten: 

1. L;-E-J„=jIS,-M-vds 

2. L;-E-J„=JMi-M-vda 

3. L:-E-J„ = iM,-Mvd8. 
Hierin iat sinngemäß : 

Ma der Einfluß .von X, = 1 , also = — Ji , 
Mb der Einfluß von Xj = 1, also = —y„, 

M, der Einfluß von (7=1, also = j- ■ a:, oder p • iCj*), 

M das GesamtmomeDt in jedem Querschnitt. 
Gleichung I. ergibt für die in Betracht kommenden Stäbe 
/, //-/// und IV (in Stab V ist Jtf, = 0!) {Abb. aqja): 





/ = 


i" 


(JK. 


-X.S,,) ,. 


<i 


// 


-/// = 


i 


K 


-.4.. 






- 


^■1 


•Xj- 


-(Z. + X,). 


' 




IV = 


4- 


[Jtf.- 


-(JT.+ X.) 


y 



X,-h]-vd8 + 



-jy, [m. 



welche Ausdrücke zusammengenommen ohne weiteres 
als die algebraische Summe der statischen Momente 

der auf die Rahmenachse projizierten -^-fachen Mo- 
mentenflächen aus sämtliche.n Lasten des Außen - 
rahmens bezogen auf die Verbindungslinie der zu- 
gehörigen Gelenke zu erkennen sind. L, wäre dem- 
>) Beachte wieder die Fußnote auf Seite 190, 
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nach die E • Jg,-iB.QiiG Verschiebung der Äußenlager in 
Richtung ihrer Verbindungslinien gegeneinander oder 
gleich Null. 

Gleichung 2. ergibt für die in Betracht kommenden Stäbe 
V, III und IV (für / und // ist M^ = 0!) (Abb. 20fa): 

'^ ■ ? 

■ V~ —IVi-Xt-yi-v-da (für den Mittelstiel ist kein J/j vorhanden); 



-/v.[^. 



•X,-(X. + Ä)-* ■!>•<«« 



'V^ -ivAM, - (X. + X,)-y,-vds, 

Ö 

welche Ausdrücke zusammengenommen ohne weiteres 
als die algebraische Summe der statischen Momente 

der auf die Rahmenachse projizierten — !^-fachen Mo- 
mentenflächen aus sämtlichen 'Lasten auf dem Innen- 
rahmen bezogen auf die Verbindungslinie der zu- 
gehörigen Gelenke zu erkennen sind. L^' wäre dem- 
nach die E ■ Jai-'fache Verschiebung des Mittellagers 
und des rechten Lagers gegeneinander oder gleich Null. 
Gleichung 3. ergibt für die in Betracht kommenden Stäbe 
// und III (für /, V und IV ist Jf, = 0) (Abb. 204a): 

II = ~fxAMB-C-~ ■Xt-X.-hj-vds 



III -^ 



-^/ijAfo-f C- " -x^- {X.-\-Xt)-}i\-v-d8, 



wobei die Ausdrücke // und /// ohne weiteres als die 
statischen Momente der auf die Riegel acbse proji- 
zierten —^-fachen Momenteiiflächen aus sämtlichen 

Lasten, für die Öffnung a bezogen auf die Lotrechte 
durch das linke Außenlager und multipliziert mit dem 

zugehörigen Reaktions Verhältnis von C = , für die 

Öffnung h bezogen auf die Lotrechte durch dae rechte 
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Auflager und multipliziert mit dem Keaktionsverhältnis 
vonC=~j- zu erkennen sind*). LJ wäre demnach gleich 

der Summe der Verschiebungen beider Felder in lot- 
rechter Richtung, positiv bei Zusammendruckung der 
Stützen, negativ bei Nachgiebigkeit in -der Lagerung 
oder gleich Null anzunehmen. 

Es besteht keine Schwierigkeit darin, nach den zum Aus- ' 
druck gebrachten Elastizitätsbedingungen jeden beliebigen 
entsprechenden Rahmenfall zu behandeln. Sollte man 
sich dabei über das Vorzeichen der Momentenflächen oder den ; 
Richtungssinn der unbestimmten Größen nicht im klaren sein, .' 
so setze man alle Werte als positiv ein ; es ergeben sich dann die 
einzelnen Größen von selbst mit dem richtigen Vorzeichen. ^ 

2. Beispiele. 

Beispiel 1: Rechteckiger Gelenkrahmen bei Voraus- 
setzung konstanten Trägheitsmomentes und unnachgiebiger Lage- 
rung unter lotrechter Belastung von 1,0 f/m (Abb. 2Ö5). Die zu 
bildenden statischen Momente bezeichnen wir mit ©■ 

1. Zustand für L^' (Außenrahmen, Abb. 206-209). 
1,0-8,0» 



lastunj 


: (206) 


3fo = -'- g^~ = 8.0 mt 
J.= 1 -8,0 -8,0 -42,67 tm' 




® = 


F,-l, = 42,67 ■ 4,0 = 170,67 tm' 


x.= 


: (207) 


® = /j" dt = 2- i^?-' + 8,0- 4,0" = 170,67 tm 


X,= 


: (208) 


S =Ji,' d» = 1 ■ ^ + 6,0 ■ 4,0" = 101 ,34 tm 


c = 


:(209) 


F= 1,875-^ = 7,5 tm' 
S - 7,5 ■ 4,0 = 30 tm'. 



') In besEug auf diese Beziehungen bringt Kapitel XXXVTII (Ziffer 2 b 
und e) in Elaetizitaubedingong & die ochoii in der FnBnote zu Seit« 198 her- 
TOrgehobene Vereinfsohung. 
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2. Zostand für W (Innenrabmen, Abb. 210—213). 
Bel„tu.g: (210) F. - 55^^" - '^-^^ - 29.15 tm- 

' S = 29,16- 4,0= 116,6 tm' 
X. = 1:(211) ®— /y'dä- — *^' +5,0-4,0"= 101,34 tm" 
Xi,= 1:(212) S-|j/«ii<i = ^^?' +5,0.4,0"= 122,67 tm' 



S = 4,69 . 4.0 = 18.75 tm». 
3. Zustand für L,' (Riegel. Abb. 214-217). 

4.5-3.0 3^ 
3 4 ■ 

12,6-5.0 3 



.I,-.l:(216) S = 4,0- 5,0- ^-1^= 18,76 tm» 

C=l:(217) S = |-l,876-M-1.3 + |-l,876-M-|.6.0 
= 9.38 tm». 
Damit erhalten wir; 

1. 0= 170.67 + i.- 170.67 + X,- 101.34 + 0-30,0 

2. 0= 116,60 + Z.- 101.34 +J,- 122,67 + 0-18.f 6 

3. 0= 49,60 + J,- 30,0 +Z,- 18,75 + C- 9,38. 
Hieraue 

Z, = — 0.101 t" 
Z, = - 0,168 t» 
C = — 4.54 t». 
wobei zum Ausdruck kommt, daß die unbestimmten Grollen 
negative Momente erzeugen. Abb. 218 zeigt die endgültige Mo- 
mentenfläche mit dem Gtegendruck am festen Lager B gleich der 
Summe beider Schübe. 

Hätten wir das feste Lager links angenommen (Abb. 219). so 
erhielten wir unter Beaehtung, daß der Zustand für L^ sich jetzt 

RohUtsr. BbmbeUaitea H. 14 
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auf dos linke Rabmenfeld (Abb. 220) bezieht: 
X,= -0,2591» 
Zj= + 0,158 1« 
C=-4,54 t«, 
so daß X» entgegengesetzt der Annahme bei dieser Lagerung 
positive Momente erzeugt, im ganzen aber genau dieselbe Kraft- 




■Vl^i-i^ 



Verteilung hervortritt (Abb. 221) wie zuvor, da der G^endruck 
am gedachten festen Letger sich jetzt aus der Differenz beider 
Schübe ergibt, 

Beispiel 2: Bei seitlicher Belaetung — etwa durch 
eine Einzellast von TF = 2 t" in Riegelhöhe — erhalten wir für 
die drei zur Jf^-Fläcbe gehörigen Gleichungswerte an Hand von 
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Abb. 222, also Annahme des festen Lagers wieder in B, für Zustand 
L,': @ = M_M.4.o+M^.|.4,0=„«,6,tm. 



3,0-3,0 2 
2 '3' 



■ 4,0 = 152,67 tm» 



JusA 


Ir/ürit- 




r 


i _ 


k 


L_i J 









und damit die Bestimmungsgleichungen — die Beiwerte der 
statisch unbestimmten Größen bleiben bekanntlich als nur von 
der Form abhängig unverändert — : 

1.0= 170,67 + X, • 170,67 + JC» • 101,34 + G • 30,0 

2. 0= 152,67 + Xo- 101,34+ Xi- 122,67 + (7 ■ 18,75 

3. 0= 27,50 +X,- 30,0 + X^- 18,75 + C- 9,38, 
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Z,= -0,648 t« 

Jj = - 0,832 t" 
C= + 0,802 t% 
Xa und Xb erzeugen also an dem angenommenen Hauptsystem 
n^ative Momente, ebenso ihr Gegendruck am festen Lager B: 
Xa + Xi= 1,48 t", der sich weiter mit der Reaktion von 2 t» zu 
dem Xa und X^ gleichgerichteten wagerechten Druck 0,52 1" 




.-3^L^.i:soz^ 



Sc\gm2'^-e}ßet 



zusoiomensetzt, G erzeugt das positive Moment von 1,602 mt 
über der Zwiachenstütze, die sonach Zug erhält. Abb. 223 zeigt 
die endgültige Momentenfläche. 

Kontrolle: Zur Kontrolle unserer Rechnung wenden wir 
die EUistizitätsbedingungen — genau wie vor für die einzelnen 
Flächen -^ auf die fertige Momentenfläche an. Haben wir 
richtig gerechnet, dann muß 

1. die Summe der statischen Moment« der Flächen auf dem 
Außenrahmen AB gleich Null sein. 
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2. die Summe der statiachen Momente der Flächen auf dem 

Imienrahmen CS gleich NuU sein, 
3 die SuDime der statischen Momente der Flächen auf dem 

Riegel, für den linken Teil bezogen auf die Lotrechte 

durch A und multipliziert mit -- , für den rechten Teil 
bezogen auf die Lotrechte durch B und multipliziert 
mit -^, gleich Null aein. 
Wir erhalten 
zu 1.: (-'2,592 + 2,080) -^**- ^ .4,0+ (- 2,592+ 1,910)^^ -4,0 

+ {- 1,418 + 2,080) -^ . 4,0 = - 6,82 + 6,62 = - 0,20 

zu 2.: (—3,328 + 2,080) ' ■^■4,0+ (— 1,418 + 2,080)—^- 4,0 

= — 6,66 + 6,62 = - 0,04 
^,.: (-2,592. f-.A.3,0+,,910.^.|.3.«)i 

+ (_M.s.M.|.,„ + 2,os„.f4.5,o)| 

= + 1,15— 1,18= —0,03 
und- finden damit unsere Rechnung als richtig bestätigt, denn 
die Abweichungen von Null rühren nur von der Benutzung des 
Rechenschiebers in der ganzen Bechnung her und sind jedenfalls 
den gegenseitig sich aufhebenden Beträgen gegenüber unbedeutend. 
Gegebenenfalls wäre eine Verschiedenheit in de^ Querscbnitts- 
stärken durch Multiplikation der einzelnen Summenglieder mit 

den Werten v = — p für die einzelnen Rahmenstücke gebührend 
zu berücksichtigen ; in unserem Falle war v durchweg = 1 . 

Kapitel XXm. 

Die Eekmomente als nnbestimmte Größen. 

1. Berechnungsgang im allgemeinen. 
Soweit der charakteristische Verlauf der Momente von vorn- 
herein festgestellt werden kann — und bei beliebiger seitlicher 
Belastung ist das der Fall — erweist sich die Anwendung der 
Elastizitätflhedingungen auf die zugehörige Gesamtmomenten- 



□ igilizedbyGoOgIc 



215 

fläche'} als der einfachste Weg der Bahmenberechnung*).' 
Im Gegensatz zu dem biBherigen Berechuungswege gewinnen wir 
dann zuerst die Eckmomente, welche somit unsere imbekannten 
Größen darstellen, und bestimmen die Aufkgergrößen mittels 
derselben und mit Benutzung der Gleichgewichtebedingungen 
hinterher. 

Die Berücksichtigung einer Verschiedenheit in den 
Querschnittsstärken der einzelnen Stäbe unter sich 
erfolgt wie bisher einfach durch Multiplikation der 
Summanden unserer Bestimmungsgleichungen mit den 

'' J ' 
für die einzelnen Bahmenstücke. 

3. ÄDwendung. 
Für den in Beispiel 2 Kapitel XXII behandelten Fall er- 
hielten wir auf diese Weise nach Äufzeiohnimg der Momenten- 
fläche (Abb. 224) mit t;= 1 die Bestimmungsgleicbungen : 

1. l-M,+ M,)^--l.ifi+(~M, + M,)?^^--'i.O 



2. l- (.M, + M,) + M^^-^^- 4.0 + (- M, + M,) ^-- 4,0 ^ 

3. (_...^...3,0 + ...M.|.,,o)| 

und als vierte Gleichung 

4. M^ + M^ + M^ + M,^ H^.Ä = 2,0-4,0 = 8,0, 
wobei alle Werte M als positiv einzusetzen sind. 

>) An SWUe der in allen Fallen möglichen und in den vorangehenden 
Kapiteln gezeigten Anwendung auf die einzelnen Momentenflfichen (von 
M„, X,. Z, u. B. f.). 

•) Das Verfahren' schließt von vornherein eine VornaohlaBsigung dea 
Einfluaaea der Kormalkräft« und Querkräft« ein; derselbe wäre dureh eine 
bceondei« Rechnung fentzust^llen, bonimt aber bekanntlich wegen seiner ge- 
ringen Größe in den weitaus meisten Pftllen nicht zur Gieltung. BerüRksichti- 
gnngvon Wärmeschwankungen wie bisher (vgl. S. 114, 121, 155undKap. XXIX). 
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Wir erhalten aus diesen Gleichungen für if, bis itf, die in 
Beispiel 2 ennittelten Werte und finden anschließend 
Ml _ 2,592 



»^ = 






M,+M, 



M, 



4,0 



= 0,648 f 
= 0,832 t° 
= ^^Tir- = 0.520 f 

4,0 
^H=.W = 2,000 t" . 




Nach ^M = ist dann für Drehpunkt 6" 

^■3,0 -2,602 = + 1,910 
A = 1,501 f 
nnd B'b +H,-h=M, 

5-5,0+2,080= — 1,418 

B= -0,699 f. 
Nach ^V^O Ut 

A+C+B -0 

+ 1,501 +C — 0,699 = 

C = - 0,802 t". 

3. DarsteUang der Einzelrahmen und VorzeicheD der Uomeoten- 

tlächeu snl den Mittelstielen. 

Bei der Aufstellung der Bestimmungsgleichungen für die vier 

unbekapnten Größen hätten wir die Elastizitätsbedingung, die 

wir auf den Äußenrahmen und den rechten Innenrahmen an- 
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gewendet haben, auch auf den linken Innenrahmen anwenden 
können und dadurch eme weitere Bestimmungsgleichung ge- 
Wonnen, über die wir als Ersatz einer der übrigen oder als Er- 
gänzung derselben na«h Belieben verfügen können. Die Mo- 
mentenfläche auf dem Hittelstiel haben wir in unserem Beispiel 
als negativ eingeführt, weil der Hittelstiel gemäß unserer Zer- 
legung dem rechten Innenrahmen zugeordnet war und et als 
linker Außenstiel eines rechts belasteten Rahmens außen — d. i. 
linksseitig — - Zugspannungen erhalten müßte. Bei oben ge- 
dachter Zerlegung des Rahmens gehörte der Mittelstiel dem 
linken Innenrahmen an und erhielte als rechter Außenstiel des- 
selben bei der vorliegenden Belastung innen — d. i. wieder 
linksseitig — Zugspannungen, so daß für diesen Rahmen die 
Momentenfläche infolge des Eckmomentes M^ -\- M^ als positiv 
anzusetzen wäre. 

Wir erkennen, daß das Vorzeichen der Momenten- 
fläche auf den Mittelstielen bei der Darstellung der 
Einzelrahmen immer dem Vorzeichen des Eckmomentes 
zu entsprechen hat, welches daselbst der dem Einzel- 
rahmen zugehörige Riegel besitzt. Die Momentenfläche 
einee Mittelstieles gehört also beiden, nach links und rechts an- 
schließenden Einzelrahmen an. Für mehr als dreistielige 
Rahmen folgt hieraus die Elastizitätsbedingung, daß 
die Summe der statischen Momente der Momenten- 
fläohen auch jeden Mittelfeldes für sich bezogen auf 
die Gelenkachse gleich der J^ ■ ./„-fachen Verschiebung 
der betreffenden Gelenkstellen oder gleich Null ist. 
Bei der Darstellung der Einzelrahmen aus einem oder 
mehreren Feldern eines mefarstieligen Rahmens be- 
stehen also hinsichtlich der auf die Gelenkachse Be' 
zug habenden Elastizitätsbedingung keinerlei Be- 
schränkungen'). 

Für das unter 1. behandelte Beispiel würde die gedachte, 
weitere Elastizitätsbedingung also lauten: '^^ 

. 4,0 2 



') Daß auch dio auf die Auflagerlotrechtcn Bezug habende Ekstizitätx- 
bedingang für jeden buh zwei oder mehr Feldern eines mehratietigen Rahmens 
daiBtellbaren Einseirahmen Gültigkeit behält, iet bei der allgemeineren Fassung 
dieser f3astizitatebedingung in Kapitel XXXVni, Ziffer 2, S. 289 erwienen. 
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I^aben wir wie hier alle Eckmoment« gleich mit ihrem zuge- 
hörigen Vorzeichen eingesetzt, so erhalten wir zahlenmäßig lauter 
,, positive Werte dafür. (^Führen wir alle Momente als positiv ein, ' 
>60 ergeben sich die zugehörigen Vorzeichen aus der Rechnung von 
■ selbatT^ 

4. Symmetrische Fälle. 

Für den Fall der Symmetrie — und zwar sowohl hinsicht- 
lich der Form als der Querschnittsstärken — haben 
wir es nur noch mit zwei imbekannten Eckmomenten zu tun, 




Ml und M^ (Abb. 225). Zu ihrer Bestimmung können wir außer 
der Gleichgewichtsbedingung ^M = in diesem Fall nur die 
zweite der im vorangehenden Beispiel verwendeten Elastizitäte- 
bedingungen benutzen, welche sich auf einen der Innenrahmen 
bezog; für den Außenrahmen sowohl als für den Ri^el führt 
die Anwendung der Elastizitätsbedingungen zu dem Ei^ebms 
= 0, weil die Momentenfläohen sich für diese Fälle gegenseitig 
aufheben. Wir erhalten für den Rahmen CB also 



, 4,0 2 



, *.o 



1. (- 2 Jtf, -F M^)-^" ■ ^ ■ 4,0 + (- jtf, + Jf.) -^- . 4,0 = 

2. 2 Ml + 2 iV/j - 2,0 ■ 4,0 - 8,0 . 

Hieraus M^ = 1,67 mt, J/, = 2,33 mt und damit 
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„ _ Jf, 2,33 



Hb = ebenfalls = 

2J/, _2-l,67_ 
h~ ~ 470"" " 



Hl 



0,583 t° 
0,834 t" 



2,"^==Tr==2,00t°. 
Nach ^M = ist dann für Drehpunkt C 
y; A-a +H^-h = Mt 
^■4,0-2,33 = + 1,67 
A = 1,0 t 
und daher B = — 1,0 f 

und = 0. 

Für den Rahmen AG erhielten wir genau dieselben Bestim- 
mu^gsglelchuDgen, nur daß sieh in Oleichoi^ (1) alle Vorzeichen 
umkehrten; die Monrentenfläche auf dem Mittelstiel wäre also 
für diesen Fall als positiv einzusetzen. 



Kapitel XXIV. 

Ber Rahmen mit zwei Zwischenstätzen. 

1. Der BerechnnngsgaBg im allgemeinen. 

Die im vorangehenden Kapitel zum Ausdruck gebrachten 
Elastizitätsbedingungen lassen eich ohne weiteres in gehöriger 



- l - 



J 



Erweiterung auch auf den Rahmen mit zwei fest angeschlossenen 
Zwischenstützen (Abb. 226 u. 227) verwenden. Das lehrt ein Blick 
auf die Figurenreihe 228 — 232, welche die entsprechenden Zer- 
legungen veranschaulicht. 
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Das System wird fünffach statisch im bestimmt. Für die 
BUdung der rechten Seiten der fünf Bestimmungsgleichungen 
kommen die auf den jeweilig stark ausgezogenen Bahmenstücken 
ruhenden Momentenflächen aus sämtlichen Lastec in Fn^, und 
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zwar für Gleichung (1) bis (3) bezogen auf AB, DB und EB; 
für Gleichung (4) und (6) kommen wieder nur die auf dem Riegel 
ruhenden Momentenfläohen aus sämtlichen Lasten in Ansatz, 
für Ol und Oj bezogen auf die Lotrechte durch A und multipli- 
ziert mit dem Beaktionsverhältnis 




zogen auf die Lotrechte durch B und multipliziert mit - ,'- und—-*). 
Wir verweisen für die Anwendung auf die Beispiele im voran- 
g^angaien Kapitel. 

3. Die Eekmomente als unbestimmte GröSen. 

Behandeln wir einen symmetrischen Rahmen imter seitlicher 
Belastui^ nach dem unter Ziffer 2 des vorangegangenen Kapitels 
>) Beachte hieran die Fnflnota Seit« 207. 
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gezeigten Verfahren, 80 stehen uns zur Bestimmung 'der drei un- 
bekannten Eckmomente Mi, üfj und M^ die Gleichgewiohts- 
bedingung X^= ^> ^^^'^ i^i + ikfi + J^s) 2 = IF- Ä und zwei 
. Elaatizitätsbedingungen zur Verfügung. Diese sind (Abb. 233) 

1 . die Summe der etatischen Momente der fertigen Momenten- 
fläche auf dem Innenrahmen EB gleich Null und 

2. die Summe der statischen Momente der Momentenflächen 
auf dem Kiegel, für den Teil a bezogen auf die Lotrechte 

durch A und multipliziert mit 



bezogei 



, für den Teil o + 6 
auf die Lotrechte durch B imd multipliziert 



mit —j-, gleich Null'). 




Die Anwendung der unter 1. genannten Elastizitätebedingung 
auf den Außenrahmen AB führt wie unter Ziffer 4 Kap. XXIII ge- 
zeigt wieder zu dem Ergebnis = 0, weil die Momentenflächen sich 
für diesen Fall aufbeben; für den Rahmen DB aber erhielten wir 
daaselbe Ergebnis wie für den Rahmen EB, weil die Momenten- 
flächen auf den Mittelstielen gleich groß smd, das Hinzukommen 
des Mittelfeldes aber für den Riegel keinen Beitrag liefert, weil 
die diesem zugehörigen Momentenflächen sich gegenseitig aufheben. 

Die Vorzeichen der Momentenflä«hen auf den Mittelstielen 
wären umzukehren, wenn wir an Stelle des rechten Rahmea- 
feldes EB das linke AD und an Stelle dea Rahmens DB den 
Rahmen AE betrachten (Erklärungen Kapitel XXIII, Ziffer 3). 

') Bc&cht« hierzu die FuBnote Seite 207. 
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Eingespannte einfache Rahmen. 

Kapitel XXV. 

Bestimmungsgleiehuiigeii der statisch unbestimmten 
Größen. 

1. Berechnimgegang im allgemeinen. ■ 

Ein solcher Rahmen ist mit je drei unbekannten Größen an 
jedem Auflager (Abb. 234) 2 ■ 3 — 3 = dreifach statisch unbe- 
stimmt. A, X und M^ seien die drei statisch unbestimmten 
Größen, das Haupteystem der einfache rechte eingespannte Krag- 




trä^er (Abb. 235). Die Behandlung des Hauptsystems unter der 
gerade vorliegenden Belastung und die Auftra{;ung der zugehörigen 
MQ-MoTaentenüäche auf die Achse des "Freiträgere erfordert keine 
weiteren Erklärungen. 

Unter dem Einfluß der statisch unbestimmten Größen er- 
halten wir für das Hauptsystem die in Abb. 236—238 dargestellten 
drei Momentenflächen und am festen Lager die den unbestimmten 
Größen gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten Reaktionen. 

Bei Zusanmienlegung sämtlicher Moment«nf]ächen erhalten 
wir in einem beliebigen Punkte der Bahmenachse das Moment 
M„ = Mo-X-y + A-x-Mj. 
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Die Bestimmungsgteiohangen der drei unbestimmten Oroßen 
lauten : 

1. L'^-E.J„ = (M„-M-vda 

's. L',-E'J„=JMt-M-vds. 




Hierin ist sinngemäß 

Mg der Einfluß von X = 1, also = — y, 
Mb der Einfluß von .4 = 1, also ==+*, 
M, der Einfluß von M^ = 1 > also = - 




und M das Gesamtmoment in jedem Querschnitt. 
Wir erhalten also: 



1 . L',-E-J„ = -'jy{M^-'X-y + A-x~ M^) v • da 

2. L'^-E-J„=±fx(Mo-X-y + A-x-Mjjvds 

3. L',-E-J„'^-p(M^-X-y + Ax-M^)vd8 
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und hätten in jeder Gleichung die Integration für die 
drei vorhandenen Kahmenseiten auszuführen. 

Wir sehen aber wieder, daß die rechte Seite der 
ersten Gleichung die algebraische Summe der sta- 
tischen Momente der auf die Rahmenachse projizier- 

bezogen auf die Verbindungslinie der Auflager dar- 
stellt, die zweite Gleichung ebenso dieselbe algebra- 
ische Summe bezogen auf die Lotrechte durch das 
linke Auflager und die dritte Gleichung nur die alge- 
braische Summe der Flächen selbst. L, erkennen wir 
als die E ■ J„-la.ohe Verschiebung der beiden Auflager 
gegeneinander, Li als die £^ ■ t/^-fache Verschiebung des 
linken Lagers gegen das rechtö in lotrechter Rich- 
tung, L'^ als die B • J„-fach.e Drehung der Bahmenaohse 
um den linken Auflagerpunkt. 

Bei völlig unnachgiebigen Lagern wären 

i; = l; = l; = . 

Ausmultipliziert erhalten wir: 

1. L'^-E-J„==—fy-Mo-v-d3 + X-jy^-v-ds — Ajy-.x- v-ds 

+ Mijy -v-ds 

2. U-E- J„ = +Ix- Mo- v-ds- Xlx-y-vds + Al'x*- v-ds 

— M^jx-v-ds 

3. L'^-E-J„ = —iMa-v-ds_-^Xiy-v-ds — AJx-v-da 

. + M^Jv-ds 
und erkennen dann weiter in den Integralausdrücken zu X 
in Gleichung 1.: das statische Moment der Momentenfläche 

zu X = 1 bezogen auf die Wagerechte, 
in Gleichung 2. : das statische Moment derselben Fläche be- 
zogen auf die Lotrechte durch A, 
in Gleichung 3.: den Inhalt derselben Fläche; 
ebenso erkennen wir in den Integralausdrücken zu A 

in Gleichung 1.: das statische Moment der zu ^ = 1 ge- 
hörigen Momentenfläche bezogen auf die Wagerechte, 
in Gleichung 2.: das statische Moment derselben Fläche be- 
zogen auf die Lotrechte durch A , 
in Gleichung 3.: den Inhalt derselben Fläche; 

HoJilBteT. ElHnbetonbau II. 16 
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und schließlich erkennen wir in den Integralausdrücken zu M^ 

in Gleichung 1.: da« statische Moment der zu M^= I ge- 
hörigen MomentenflfLche bezogen auf die Wagerechte, 

in Gleichung 2. : das statische Moment derselben Fläche be- 
zogen auf die Lotrechte durch A , / 

in Gleichung 3. : den Inhalt derselben Fläche. 

Bezüglich Berücksichtigung der Trägheitsmomente wird auf 
die vorhergehenden Abschnitte verwiesen (z. B, Beliebig gelagerte 
Rahmen). 

Nach diesen Angaben läßt sich jeder behebige Rähmenfall 
solcher Art schnell untersuchen. Sie Rahmenform kann die 
Rechnung nur mehr oder weniger verlängern, nicht aber er- 
schweren. Der Biegungssinn der ^^-Fläehe ist n^ativ. Die 
Reaktionen am rechten Lager ergeben sich durch Zusammen- 
setzung der Einflüsse von X , A und M^ mit den durch die Be- 
lastung in der Kragstelle hervoigerufenen Reaktionen. Sollte 
man sich über den Richtui^ssinn der unbestimmten Größen 
nicht im klaren sein, so führe man die zugehörigen Momenten- 
fläohen als positiv ein ; es eichen sich dann die einzelnen Größen 
von selbst mit dem richtigen Vorzeichen. 

3. Der einfache Träger ab Haupteystom und lotrechte Belastung. 

Wenn man bedenkt, daß man zur Bestimmung des Biegungs- 
momentes in beliebigem Querschnitt eines einfachen Trägers dort 
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eine Einspannnng annimmt und die a^ebraische Summe * der 
Drehmomente aus dem Auflagerdruck und der Last wie für einen 
Freiträger bestimmt (Abb. 239 für den Fall einer Belastung mit q), 
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so erscheint der Ersatz der zum Kragträger gehörenden Jtfg-Flaehe 
(Abbv 240) und der A-Yl&che (Abb. 237) durch die Momenten- 
fläohe des einfachen Trägers auf zwei Stützen von der Spann- 
weite l insoweit möglich, als der Druck A im fertigen System 
dem Lagerdruck des einfachen Balkens entepricht. Beachten wir, 
daQ X ohne Einfluß auf die Größe der lotrechten Reaktionen ist 

— wie beim Zweigelenkrahmen — , die Einspannungsmomente 

— wie beim kontinuierlichen Träger — eine Veränderung der 
lotrechten Reaktionen g^enüber denen des einfachen Balkens 




nicht erbringen, sobald sie beide gleich groß sind, so entspricht A 
tatsächlich dem Auflagerdruck des einfachen Balkens, sobald 
der Rahmen nach Form, Stärkeverhältniasen und Be- 
lastung in Symmetrie steht. 
Setzen wir daher allgemein 

A = Aa+Y, 
so können wir — soweit zunächst die Jf^-FIäche in Frage 
kommt — den einfachen Balken zugrunde legen (Abb.. 241 für 
das Beispiel einer gleichmäßigen Belastung) und hätten dann in 
unseren oben wiedergegebenen Gleichungen für A immer nur Y 
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eiazusetzen, weshalb dieser Buchstabe in Abb. 237 neben den 

I [i' Buchstaben A in Klammem gesetzt ist. D ai_jm JFaüe. -der .^ ypj- 

-'fH raetrie y zu Null, wird, vereinfachte sich dann die Rechnung 

' ' entsprechend'). Auch wenn nicht Symmetrie vorliegt, 

also mit F zu rechnen ist, bringt die Zugrundelegung 

des einfachen Balkens bei der Bildung der Jlfo-Fläche 

Bequemlichkeiten in der Rechnung mit sich. 

M^ und Y zusammengenommen erzeugen schließlich im 
fertigen System am rechten Auflager das Moment M^ (Abb. 242), 
so daQ 

Mj,-^Y-l=Ma und M^^Ms, wenn y = 0. 




Sonach stehen Jf^ und Y am Unken Auflager mit Mb und Y 
am rechten Auflager im Gleichgewicht. Mit dem entgegei^esetzt 
gleichen Widerstände X an beiden Lagern stehen somit Jf^, Y 
und X einerseits mit U^, Y und X andererseits im Gleichgewicht, 
das sind für jedes Lager diejenigen Kräfte, die den 
Drücken Ä^ und B^ des einfachen Trägers hinzuzu- 
fügen sind, damit die wirkliche Stützung entsteht 
(Abb. 243); hinsichtlich der Wirksamkeit aber der zu unbestimm- 
ten Größen erwählten Zusatzkräfte am linken Lager M^ , Y und X 
ersetzen die Zusatzkräfte am rechten Lager die Ein- 
spannung, so zwar, daß — wie oben angegeben — M^-^Y -l^M^ 

') D. b. ala Unbekannte verblieben nur X und M^. 
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und Y rechts dem angreifenden Y entgegengesetzt gerichtet ist; 
hinsichtfich der Wirksamkeit von X ist es gleichgültig, ob der 
Stabzug rechts drehbar oder eingespannt gelagert ist. 




Sofern der einfache Träger als Hauptsystem zugrunde gelegt 
wurde, ist im fertigen System zu A^ und B^ das Y algebraisch 
zu addieren (Abb, 244). 

3. Das Hauptsyetem bei wagerechter Belastung. 
Gegenüber nur lotrechter Belastung kommt in dieseni Falle 
bei Zugrundelegung des einfachen Balkens als Hauptsystem zu 




den Drücken Äf, und B^ noch H^ als Gegendruck gegen die ge- 
samte wagerechte Last am festen Gelenk hinzu (Abb. 246). In 
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der Bestimmung der Ergänztmgskräfte zur Herbeiführung der 
wirklichen Abstützung in den beiden Lagern wird dadurch keine 
Veränderung hervorgebracht. Unsere unbestimmten Größen am 
linken Auflager wären wieder M^, Y und Z und ihr Beatim- 
mungsweg derselbe. Im fertigen System wären die Lagerkräfte 
links A = An-\- Y, Ma und X, rechts B ^ B^— Y, Mb und 
X-U.. 




Einfacher .gestaltet sich der Rechnungsgang bei 
wagerechter Belastung, wenn der Kragträger als 
Hauptsystem zugrunde gelegt wird, so zwar, daß die 
Einspannung auf der Laeteeite besteht (Abb. 246). Die un- 
bestimmten Größen am linken Lager wären wieder M^ , Y und X 
\ind ihr Bestimmungsweg derselbe. Im fertigen System wären 
die Lagerkräfte Unka Y, M^ und X, rechts — Y, Mg uad X — H^. 

4. Die Eckmomente als unbestimmte GröBea. 

Soweit der oharakteriatische Verlauf der Momente von vom- 
faerein festgestellt werden kann — und das ist besonders bei 
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rechteckiger Rahmenform und seitlicher Belastung der Fall -r, 
empfiehlt sich die Anwendung'des in Kapitel XXIII dai^el^^n 
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Verfahrens auch für eingespannte Rahmen. Die zugehörigen 
Elastizitätehedingungen sind Rchon im vorhergehenden Kapitel 
unter l. zum Ausdruck gebracht. Für einen rechteckigen ein- 
gespannten Bahmen erhielten wir — mit den Trägheitsmomenten 
J, n- J und m ■ J — nach Abb. 247 

1. Summe der statiBchen Momente der auf die Rahmena«hse 
projizierten Momentenfl&chen bezi^n auf die Linie AB 

^■■^^ . ^Jfi k h M^ h 2 , Jlf« h k _Mj h 2 
'j.J-\ n ■ 2 ' 3 ■*■ "n ' 2 ' 3 ■ "'" "m ' 2 ' 3 m " 2 ' 3 

2. Summe der statischen Momente bezogen auf die Lotrechte 
durch A 

3. Summe der MomeDteoflächen selbst : 

Z- n 2 2' m 

Hieraus und mit Hilfe der Gleicfagewichtsbedingung ^M = oder 

wobei alle Momente als positive Werte zu betrachten sind, können 
wir die unbekannten Ektkmomente bestimmen. 

Wir sind nicht daran gebunden, die statischen 
Momente in bezug auf AB oder AC als Achsen auf- 
zustellen; für den eingespannten oder in sich ge- 
Bchloaaenen Bahmen kann jede beliebige Gerade als 
Bezugsachse für die statischen Momente erwählt wer- 
den, insbesondere also jede Gerade durch eine Bah- 
menseite. Der Beweis hierfür liegt in'der Zulässigkeit beliebiger 
Lage des Angriffspunktes der statisch unbestimmten Größen, 
wovon im nächsten Kapitel die Rede ist. 

Das gezeigte Verfahren gewinnt besondere Bedeutung für 
die Berechnung des mehrstieligen eingespannten Rahmens recht- 
eckiger Form unter seitlicher Belastung. 
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Kapitel XXVI. 

Voneinander unabhängige Bestimmnngsgleichungen für 
X, Y, Z und symmetrische Rahmen. 

Eine wesentliche Vereinfachung des ganzen Bechnung^anges 
ist dadurch erzielbar, daß die drei statisch unbestimmten Größen 
unabhängig voneinander bestimmbar gemacht werden*). Das ge- 
lingt in der dargestellten Abstütznngaform des Rahmens (Abb. 248) 

für = Schwerpunkt' des mit -" ■ da belastet gedachten Rahmen- 




zuges AGDEB; der Bahmen ruhte dann in und B,\aO griffen 

drei unbestimmte Größen an X, Y und Z (Abb. 249) und AO, 

müßte als unelastische Hilfsscheibo angeschen werden, die der 

Fonnänderung nicht unterliegt. Wenn die Koordinaten x und y 

.nunmehr auf das durch gelegte Hauptachsenkreuz bezogen 

werden, werden in den drei ßestimmungsgleichungen 

L'^-E-J„ = fy(Ma-X-y- T-x-Z)v'da 

L',-E-J„= (x(Ma — X-y- Y-x-Z)vd8 

L', - E ■ J„ = jUMo - X ■ y - Y-x-Z)v-d8 

die fett gedruckten Glieder zu NuU, weil für den Schwerpunkt 

und das Hauptachsenkreuz 

(y-x-vds als das Zentrifugalmoment des Stabzuges, 
ly-v-da als das statische Moment des Stabzuges be- 
zogen auf die x-Achse 
und jx-v-ds als das statische Moment des Stabzuges be- 
zogen auf die ^-Achse 



•) Müller. Bresiau, „Neuere Methoden", 4. Aufl., S. 123; MörBch. „Be- 
rechDung von eingespannten Gewölben", Schweizerische Bauzeitung 1906, Nr. 7 
und 8 (auch wiedergegeben im Betonkalender). 
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Die drei GleichungerT lauteten dann aber 

IA-E-J„ = (x -'M^-v-ds — Yjx^ -v-ds , 
L',E-J^ = II- M^v-ds-Z (l-v-da 



Ä-Viifci 




und gestatteten eonach ohne weiteres nacheinander die Aus- 
rechnung von X, Y und Z. Die zugehörigen Momentenflä«hen 
sind in den Abb. 250 und 252 dargestellt. 

Statisch haben, wie ea erforderlich ist, die drei 
Ergänzungskräfte Z, T und Z am Punkt dieselbe 
Wirkung auf den Bahmen wie die unter 2. im Ka- 
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pitel XXV genannten Ergänzungskräfte X, Y und Jtf^ 
am Lagerpunkt A (Abb. 243), wenn die Gleichung zutrifft 
, Mi = X-z-Y-w-\-Z. 

Ersetzen wir X, Y und M^ am Punkte A durch die Kämpttr- 
reRuItierende R im Abstände c vom Punkt« A (Abb. 263) und 
bringen wir im Punkte dasselbe R zweimal gleich und ent- 
gegengesetzt wirkend an, dann kann man die eine in O wirkende 
Kraft R in X und Y zerlegen, die andere mit dem tatsächlichen 
Kämpferdruck R zu einem Kräftepaar R-r zusammenfassen, 
womit wir in die drei Größen X, Y und R-r = Z 
wirkend erhalten. Mit 




Z=Ä-r=Ä(c + d), 
R-c^Mj, 
und R-d= Y -w — X ■ z 
erhalten wir Z = M^ + Y ■ w - X -z, 

woraus J/ ^ =X-s— Y -w + Z , 
Ist somit bei diesem Lösungsweg gegenüber dem 
■ unter 2. im Kapitel XXV Vorgeführten hinsichtlich 
des Zustandes der Ergänzungskräfte nichts geändert, 
. so gilt hinsichtlich des zugrunde zu legenden Haupt- 
systems dasselbe wie dort. Für lotrechte Belastung ist_ 
zweckmäßig der einfache in A und B gestützte Balken das Haupt- 
system (Abb. 254), für seitliche Belastung der Kragträger (Abb. 255). 
Beim einfachen Balken sind die lotrechten Reaktionen im fert^en 
System wieder 

A = A^+¥, B = B<,-Y, 

beim Kragträger einfach Y und —Y. 
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Für einen beliebigen Punkt m {Abb. 256) der Rahmenachse 
ist mit Bezug auf das angegebene Achsenkreuz das Biegungs- 
moment f 

M^^lM^-X-y- Y-x^Z, 




wobei ein Moment dann als positiv wirkend angesehen sein soll, 
wenn es den Teil A m nach rechts gegen m verdreht *) und das 
positive Vorzeichen von Z algebraische Addition anzeigen soll. 

') Für den rechten Teil B m wäre das Moment dann bckanntliob positiv 
eiozueetEen, wenn e« den Teil B m nach UnJui gegen m verdreht. 
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Die erste Gleichung besagt: ■ 
L'„- E- J„ = der algebraischen Summe der statischen 
Momente der auf die Rahmenachee proji- 



Belastung und X bezogen, auf die ir-Achse, 

L'f E-J„ = der algebraischen Summe der statischen 

Momente der auf die Bahmenachse proji- 

■/« 

Belastung und Y bezogen auf die y-Achse, 




■L'-E-J- 



= der algebraischen Summe der 



-/m 



fachen 



Momentenflächen aus der Belastung und Z 
selbst. 
Für unverschiebliche und undrehbare Lagerung lauteten die 
Gleichungen : 

j Mq- y-'v-ds 



X^ 



ly*-v-ds 
(Mf, ■ x-v-ds 

fx*- V ds 
(Ma'V- ds 

jv- ds 



jy' • V- ds ist das Trägheitsmoment des -^-fachen Stab^ges 
bezogen auf die «-Achse, fx^ ■ v- ds das Trägheitsmoment 
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desselben bezogen auf die y-Achse^) und [v-da einfach die 
Länge des -p -fachen Stabzuges; bei symmetrischer Belastung 
wird Y gleich Null, weil dann (M^ • x ■ v ■ ds gleich dem sta- 
tischen Moment einer Fläche bezc^n auf ihre Schweraehse, 
also gleich Null wird. 

Der Bichtungssinn der statisch unbestimmten Größen kann 
aus den Beatimmung^Ieichungen in vorliegender Form nicht 
entnommen werden, weil die Größen in Unabhängigkeit vonein- 
ander bestimmt wurden und das positive Ergebnis für alle drei 
nur eine Folge der willkürlichen Vorzeichensetzung in den Aus- 
gangsgleicbungen war. 

Wie aus Abb, 250 ersichtlich, erzeugt X positive — d. h. 
außen Druck erzeugende — Momente imterhalb der i-Achse 
und an beiden Lagern, oberhalb der x-Achse negative Momente; 
das Moment Z bringt den ganzen Rahmen unter eine für alle 
Querschnitte gleich große Biegung (Abb. 252), die stets der ays 
der Belastung entgegengesetzt gerichtet ist; bei lotrechter 
Belastung also negativ (Abb. 254), bei seitlicher Belastung positiv 
sein muß (Abb. 255). Y wirkt — unsymmetrische Belastung 
vorausgesetzt — bei lotrechter Belastung nach oben oder unten, 
je nachdem der größere Belastungsteil links oder rechts der 
Mittelachse auftritt, erzeugt also Zusatzmomente, negativ auf der 
Lastseite, positiv auf der entgegengesetzten (Abb. 251); bei seit- 
licher Belastung wirkt Y positiv und erzeugt ein Zusatzmoment 
positiv auf der Lastseite, negativ auf der entgegengesetzten Seite. 

An me rk u ng : Besteht innerhalb der einzelnen Rahmenstabe ein 
größerer Wechsel im Tr^heitsmoment, so empfiehlt sich die Durch- 
führung der Berechnung nach dem Verfahren von Professor Morsch 
für eingespannte Gewölbe (Kap. XLV, III, S. 364; auch S. 354). 

Kapitel XXVn. 

Voneinander unabhängige BeBtimmungggleichungen tiir 
X, T, Z und unsymmetrische Bahmen. 

Bei fehlender Symmetrie in der Bahmenform. — oder auch 
schon in den Stärkeverhältnissen — ist die ar-Achse unter einem 
Winkel qi gegen die Wagerechte von dem Schwerpunkt aus 

') Die Trägheitsmomente Bind in derselben Weise berechenbar wie frOher 
beim Zweige lenkrahnieD, nur aus den Teilen beiderseits der jeweiligen Achse. 
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anzulegen (Abb. 257), der sich ans der Bedingung ergibt, daß 
jx- y ■ V- da — mit y bezogen auf die geneigte Aobse — gleich 
Null wird. Da nach Abb. 268 

y = mr. — fce = ^1 ■ oosy — x ■ &\n<p , 




' fio erhalten wir die Bedingung 

ooBiplx- yj- V- ds — ^n(pjx*-v-ds = 0, 



Um^ip. 



/x* -v-da 
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Der Nenner bedeutet das Trägheitsmoment dea 
mit v> ds belastet gedachten Stabzuges bezogen auf 
die y-Achee und wird daher in bekannter Weise bestimmt. 

Der Zähler bedeutet das statische Moment der 

-fachen, auf die Rahmenachse projizierten Mo- 
mentenfläche zu einer gedachten Last 1 in der x-' 
Achse, bezogen auf die y-Achse, denn für irgendein Ele- 
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ment ds des Stabzuges ist dann 1 • Ji = y, das Biegungsmoment 
und X der Abstand von der y-Achse (Abb. 2S9). 

Nimmt man zur Berechnung des Zählers die i/i- Flächen 
oberhalb der x-Achse als positiv, unterhalb als negativ, die Ab- 
stände X links der y-Achse als positiv, rechts als negativ an, so 
ist der Winkel (p vom Schwerpunkt aus linksseitig nach unten 
anzuti'agen, wenn der Zähler zu tang?> negativ wird Die neue 
a;-Achse steigt zur Wagerechten nach der Seite an, wo das sta- 
tische Flftchenelement üherwiect. 

Bei stark wechselndem Trägheitsmoment empfiehlt sich 
zeichnerische Ermittlung der beiden Bruchglieder mittels Kraft- 
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und Seüeck; das Verfahren ist beim gelenkloeen Bogenbinder 
beechrieben (Seite 354 u. f.). 

Für das Weitere unterscheidet sich die Berechnung des un- 
symmetrischen Rahmens nicht von der des symmetrischen Rah- 
mens; die unbestimmte Große X ist in der neuen x-Ächse wirkend 
und die Koordinaten x und y sind senkrecht zu ihren Achsen 
anzunehmen . 
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Die Beriicksichtigung des Einflusses der Normalkräfte auf 
die <''röß6 der Unbestimmten erfolgt also durch Zusatzglieder 
zu den rechten Seiten der beiden ersten Gleichungen {Ver- 
schiebung in Richtung der x-Ächse und der y-Achse). 

Bei Multiplikation mit E-J„ und " =w (vgl. S. 107) er- 
halten wir: 

2. Ll-E-J„ 

In diesen Gleichungen bezeichnet Ng den Einfluß von X = '\, 
Ni den Einfluß von Y =\, j? die in jedem Querschnitt tätige 
Normaikraft. Soweit X dafür in Frage kommt, ist 

• N = X-c(^ix {Abb. 260); 
zufolge Y ist 

N= r-sina; 
infolge der Querkraft Q aus der Belastung ist. 
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Wir erhalten damit: 

, _/:^^:^_;tif_./*-^._(X.c««+7.^»+0.,in«)<i,. 
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Äuaniultipliziert erhalten wir 

i N^N-J„-ds _/■ JV. . J„ . cos« ■ da 



J F 



.}J^ 



J„-Q-COS(X-d3 



xf^'- 



J„ • 008« • da 



+ y/:^W,^2^:i?i^+pW^ 



Q-siaa-ds 



Die Integrale wären füf jeden Fall besonders auszurechnen. 
Für einen rechteckigen Rahmen {Abb. 261) erhalten wir zu Glei- 
chung 1.: 

/JS_-A:ia?5:^ ; für die Stiele = 0, da cos« für 90° = 0, 

J„-l 



d3 = l 



f iVa- Jm- sin« -ds 



für den Riegel"= —^ — , da jcosa- 

' ö 

und iV, = 1 ist. 

: für die Stiele = 0, da N, = 0, 

für den Ri^el = 0, da sin« für 0^'=a 0. 
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fN^-J, 



: für die Stiele = 0, da coso, für ' 



J 1 



F 

auch JV, = * 
Zu Gleichung 2. erhalten wir 



F 



: für die Stiele = 0, da cos« für 90° = 0, 

für den Riegel = 0, da Nb = 0. 
: für den linken Stiel mit ^j = + 1 und sina. 

für 90° = + I (r nach oben) --%~- , 

für den rechten Stiel mit iVj = — 1 und sin« 
für — 90° = —\ (Y nach unten) ebenfalls 

F. "' 
für den Riegel pdeder = 0, 

/ ~ — - — p — ^ : mit O'sina für den linken Stiel = A^, für 

den rechten Stiel — B^ und ^j = + ] 
bzw. — 1; 

F, F", ' 

für den Ri^^l ==! 0, da Nt, = 0. 
Es wird also: 



f N^.N-J„-da _ J„-l 
J ^ -"^ 



Fr . 
F " ^ J^+Jm-Ay^^-J^-B^-j-^ 



~ F. ^-^ " "' F, ' 

Da im linken Stiel der Normaldruck A^-^- Y, im rechten 
Stiel der Normaldruck B„ — Y herrscht, linksseitig mit dem Wert 
von r = + 1 , rechtsseitig mit dem Wert Y = — \ zu multipli- 
zieren ist, so erhielten wir den für Gleichung 2. ermittelten Aus- 
druck auch wie folgt: 

j',(^ + y).-|_(+i) + j^(B.-y).-i.-(-i) 

Die auf diese Weise ermittelten Zusats^lieder wÄren in die 
Gleichungen für Va und LI einzusetzen. Ihr Vorzeichen ist nega- 
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tiv, da die eintretenden elafitisoben Verkürzungen die Verschie- 
bungen des Hauptaystems verkleinem. Die Normalkräfte wirken 
also im Sinne einer Verkleinerung der statisch unbestimmten 
Großen. 

Für lotrechte Belastung wäre bei Symmetrie [Ag — B^) 
• '^^ = 0, da ^o = Bo; ebenso Y- '^"'^*' = 0, da 7=0. . 

Für wagereohte Belastung kommt nur dasGhed T- "y ' ■ 

zur Geltung, wenn, wie es angezeigt erscheint, der Kragträger 
für die Jlfo-Flfiche beibehalten ist. 

Für die Praxis erübrigt sich die Berücksichtigung ' 
des Zusatzgliedes zu Gleichung 2.; das Zusatzglied 
zu Gleichung 1. aber ist gelegentlich — bei weitge- 
spannten, insbesondere flacben Konstruktionen — 
zu beachten. 

Für einen rechteckigen Rahmen lauteten die Bestim- 
muogsgleichungen bei Mitberüoksichtigung der Normalkröfte 
daher; / • ,, . .,■ ) "i A, 

1. L'„-E-J„ =/Jtfo -yv-ds- Xjy*- vds-X- -^ 

2. U.E-J„ =jM^ .x.vds- Yjx* .vds-r- ~'w~- 





-(4.-B.).^. 






Für 


/»■■»■i.+'^-;' 


■ Li-i 


»: 




jM,.x-«-d,-(A, 


-B,)' 


J.-h 




jx'-vd,+ ~ 


.■2i 
-f. 





Der Vollständigkeit halber fügen wir die ftußerhalb des Einflusses 
der Normalkräfte stehende dritte Gleichung — ebenfalls mit 
Li = — hinzu : 

jv-dt 
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Angezelgthelt einer Lösung mit BeraebBlchiiguof der NorinalkrUte. 

Über die Frage, in welchen Fallen die Beiechnong statiBoh anbestunmt«r 
Größen unter Einschluß der Längskräfte duichzufühien ist, laßt sioh aus den 
Untersuchungen von Bueb') eine Antwort geben. 

G^enüber der bisher allgemein üblichen Praxis, die Querkr&ft« hei der 
Ermittlnng der statisch UDbestimmt^n Größen gAnElich unberücksichtigt eu 
lassen und den Einfluß der LBugskräft« nur bei Rahmen und Bögen von 
flachem Stich zu berücksichtigen, laaaen sich Raabs Untersuchungen, angestellt 
an symmetrischen parabelformigen Bögen und i«ohteokigen Rahmen mit kon- 
stantem "Irfigheitsmoment und gieichmABiger Belastung für die Stiobverh&ltniBse 
von 4^ bis j^, wie folgt zusammenfassen: 

1. Die Mitberüoksiohtigung der L&ngSf und Querkräft« bei der Bestimmung 
der statisch unbestimmten Größen macht sich merkbar gemeinhin nur bei 
eingeapannten Rahmen and Bögen geltend und führt dort zu einer Ver- 
minderung der Größe des Horizontalschubs. 

2. Bei Bögen überwiegt bei den häufig vorkonnnendenStichverh&ltniBBen 
von i bis J; der Einfluß der Längskrftfte denjenigen der QuerkrAfte und die 
Vemochifissigung der letzteran erscheint bei der üblichen analytischen Berecb- 
nungsweise gerechtfertigt; die Verminderung von H infolge der Lftngskr&ft« be- 
tragt für die ang^ebenen Verhältnisse aber nur etwa 0,5 bis 4%. 

3. Bei rechteckigen Rahmen überwi^ für die üblichen Stiohverhältniase 
von| — I der Einfluß der QuerkififtedenderLAngskr&fte; die Verminderung von ff 
infolge der Querkiifte betr&gt für diese Verhältnisse ebenfalls nur etwa 0,5 — 4%. 

Bei den seltener verwendeten Stichverhaitniaaen von i ab bis jL überwiegt 
dagegen c^er Einfluß der Längskräfte den der QuerkrSfte und die Vermin- 
derung von H infolge des Einflusaes der Längskräfte beträgt 
etwa 9 bis 40%. ^ ^ 

So findet Bueb in einem Beispiel mit dem Verhältnis y = ? , >n einem 



anderen mit dem Verhältnis 



l 10 



Hd - Hz H« Blq 

i 21,306 1 T 20^7 1 I 19,770 t7TT8,ft46"t 
35,714 I 25,389 | Z6,6B5 21,389 
Das Überwiegen des EinlluBSes der Querkräfte in der Herabminderong 
von U g^enüber dem Einfluß der L&ngskräfte für die üblicheren Verhältnisse 

T- = Y bis Y ist demnach nur gering und wir erzielen, wenn wir uns bei aolchen 
Rahmenkonstraktionen allgemein nicht die Mühe machen, beide in Rede 
stehenden Einflüsse mit zu berücksichtigen, mit der leicht einsuschlie- 
ßenden Rücksichtnahme auf die Längekräfte den gegebenan- 
alis gewünschten höheren Genauigkeitsgrad unaerer Recb- 

Em Vergleich der Ergebnisse für H bei -.- = — erweist ebenso, daß wir 
uns in Fällen sehr niedriger Bauhöhe eines Rahmens bei Mitberücksich- 
tigung der Längskr&fte in dem für praktische Verhältnisse 
erwünschten Maße den genauen Ergebnissen von H(Hi,^) nähern. 

Lie Mitberücksiohtigung des Einflusses der Queikr&fte steht für die Be- 
dürfnisse der Praxis meistens in keinerlei Verhältnis zu Atit damit verbundenen 
Erschwerung der Rechnung. 

') Dr.-Ing. B. Rueb: „Der Einfluß der Längs- und Querkräfte auf statisch 
unbestimmte Bogen- und Rahmentrogweike". 
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Kapitel XXIX. 

. Berücksichtigung Yon Wärmeschwankimgen. 

Die betreffenden Zusatzglieder lauten na«h S. 100: 

1. L'a, = [N^-s-t-ds 

2. LU=jNff:-t-ds. 

Nur Gleichung I. kommt hiervon für die Praxis zur Geltung, 
und wir erhidten nach S. 106 unten : 

e-E ■ J„ft-cosi\-d3 
" ^ — J J ' 

fy'-ds- j"+/cos'«-d«- ""^ 

Da /cos« -da die Grundrißlänge des Rahmens bedeutet, so er- 
halten wir bei Annahme gleicher Wärmezu- oder -abnähme über 
die ganze Länge den Teraperaturschnb 

Ao,— —j j ^.i, , , 

Es ist ersichtlich, daß die von einer Wärmeschwankung her- 
rührend© Größe X in Unabhängigkeit von der übrigen Rech- 
nung steht und daher für eich berücksichtigt werden kann, X,, 
ist negativ be i Wänneabnahme^positiv bei WärmezunahraeT 

Die Veränderung des Wämaezustandes braucht nicht für alle 
Stabteile eines Systems gleich groß zu sein, jedoch müßte sie sich 
nach dieser Rechnung gleichmäßig über das ganze Volumen d^ 
in Mitleidenschaft gezogenen Stabes erstrecken. Ungleich- 
mäßige Wärmever&nderung {einseitige Bestrahlung durch die 
Sonne) wäre na«h den Angaben auf S. S33 zu berücksichtigen. 

Kapitel XXX. 

Berechnung der Einflußliniengleichungen bei lotrechter 
Belastung. 

Diese erfolgt in ganz ähnlicher Weise, wie für den Zwei- 
gelenkrahmen in Kapitel XI gezeigt wurde. 

Wir gehen von den auf S. 236 erhaltenen einfachen SchluQ- 
gleichungen aus (mit «■=.!)■. 

jy' • ds T, 
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s, 

jx'-is ^'T, Z •■ •>• 

Wir erhalten ohne weiteres nach S. 140 für den Zähjer von X 
nach Abb. 262 mit der darunter gezeichneten Momenten-' 
fläche des einfachen Balkens auf zwei Stützen: 

,-,- .. ■ .iVo - 




Neu mÜBsen wir ableiten den Zähler von Y. 

Während sieb die Ordinaten für den Schub X genau analc^ 
dem Eif;ebniB beim Zweigelenkrahmen berechnen lieQen (für 
zwei symmetrisehe Lasten 1), dürfen wir dieses Verfahren zur 
Be&timmui^ von Y nicht anwenden, da ea eich hier um lot- 
rechte Reaktionen handelt; wir arbeiten hier von Anfang an 
mit nur einer Last 1 und erhalten nach Abb. 263, solange die 
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Last links von der Mitte wandert, 8^ als das statische Moment 
der DreieckfUche 

» (/ — a) _ a{l — a) 



H- 



I 



bez(^n auf die y-Achee zu 

' Sy 







Solange die Last 1 rechts ' 



der Mitte wandert, ist ent- 



sprechend : 



Sy=+a> 



(i\ 



-a* 



S = a{ 



Der Zähler von Z wird ohne weiteres nach Abb. 262 

Die zugehörigen Nenner werden in Ijekannter Weise gefunden 
(ygl. auoli Kap. XXXII). 
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Nach den somit gewonneneD sehr einfachen Ordinaten- 
gleiohungen für beliebige Laetlagen lassen sich nun für die ver- 
schiedensten Belastungsfälle fertige Schlußformeln aufstellen, wie 
das in Kapitel XI schon geze^;^ ist. 

Kapitel XXXI. 

Der eingespannte Rahmen mit Kragannen. 

Die Ableitung der EinflußUniengleichungen für eine auf den 
Kragarmen wandernde Last erfolgt in ähnlicher Weise wie für 
den Zweigelenkrahmen mit Kragarmen (vgl. S. 143 und 156). 




Demnach ist bei wagerechtem Riegel {vgl. Abb. 262) 



und Sy nach Abb. 264 
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und achlteßlich 



«.--' 



Die Einflußlinien sind demnach bezüi^lioh des veränderlichen a 
wieder gerade Linien, und insbesondere stellt sich die Einflußlinie 
für X wieder heraus als tangentiale geradlinige Verlängerung der 
Einflußlinie für X zwischen den Stielen. 



Kapitel XXXII. 

Beispiel der Berechnung eines Durchlasses bei völliger 
Einsponnnng der Seitenwände (Abb. 265) >)■ 

Belastungsannahmen : 

m\^mmm\m\ 




JPör die obere Platte Erdscfaüttung und eine Nutzlast von 
2400 kg/m' {Eiaenbahnzüge); für die Seitenwände Erddruok und 
Nutzlast. Bei den Wänden werde eine einseitige Belastung nicht 
berücksichtigt. Der Böschungswinkel i^j betrage 38° und das Ge- 

') Ein Aufsatz „H^rst^Uune ^^^^ Femheizkantllea ans Eiaenbeton" (Arm. 
Beton ldl7, Heft 12) bringt ganz ähnliche Bcispifl«^ und finen Armierungspliin. 
Durch die AuafiibrungBart ist yöllige Einspannung nicht gewährleistet (vgl. 
ScbluQahBatE Seit« 258). 
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wicht der Erde y = 1800 kg/m*. Die Seitenwinde seien in der 
für diesen Zweck hinreichend stark zu konstruierenden. SoMplatte 
fest eingespannt. 




Belastungen: a) Decke: < 

Nutzlast = 2400 kg/m' 

Erdschüttung 1600 ■ 3,00 . . = 4800 „ 

Platte 22-24 = 528 „ 

7728 kg/m" 

b) Seiten wände: 

E - f *'.tan8>(46- - ■^;) = '•''.8,2..to„g'(«- - \'°) 



ff = 8,94 t 
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Der Abstand x von unten bis : 
beträgt somit ^ , 



251 
Erddruckresultierenden 



= 1,67 m (Abb. 266), 



Ho-Systeme und statisch UDbestimmfe Clröfien. 

a) Infolge lotrechter Belastung (Abb. 267). 

= 8500 kg 



Fo= .4675,44-2,2 



-. 6863,98 kgm» 



^ 




Lage der x-Achse ;.- ,. 

2 ■3,70- 1,85 + 2,2-3,70 „„, " -. - 
„=._._._____ = 2,274 m 

6 == 3,70 — 2,274 = 1,426 ra (Abb. 267). 
Die ^-Achs^ ist identisch mit der Mittelachse. Damit erhalten \ 
S, = fo ■/, = 6863,98 . 1,426 = 9810 kgm» 

r. = /y»- da = 2,2 -1,426«+ ^ - (2,274^ + 1,426') = 14,25 mS 
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ueh nach der bekannten Formel V«- * -{H^ + H-k + h*) 




'P^ ■ 2,274»- 2 + ~^^ ■ 1,426*- 2 + ^- - 1,426*- 3 = 14.25 m^ 




T^ = jx*-da = Z,l- l,l*-2 + ^jy =9,85 m^ 




r =2- 3,70+ 2,20= 9,60 m.^— ^ . '' ' 




ich 




-1-5^- + -^ 




-^- 



it den im Handbuch für Eisenbetonbau, Bd. IV, I.Teil, 
für diesen Spezialfall abgeleiteten Formeln lotrechter Be- 
l eines rechtecldgea eingespannten Rahmens ergibt sich 

X = — -- — - j- , worin i ^ , 



2/ 
7728.2,2* 



- _ + 687 kg, 



2 ■ 2,2 / 



.2.(,+2.|) .2.(.+2.g) 

Infolge der seitlichen Belastung {Abb. 268). Iter 
ick wirke zunächst nur auf einer Seite. Am Schluß haben 
mn die Momente mit Kücksicht auf die Belastung von 

Seiten festzustellen, also auf die erste Momeatenfläche 
>iegelbild zu zeichnen, 
ir das Jlfo-System ist 

, = 0; ßo = 8,94 t; Ma= -8,94- 1,67= — 14960 kgm. 
vecks Ermittlung der Momcntenfläche und ihres Schwer- 
labstandes von der x-Achse zerlegen wir uns die Trapez- 
und erhalten dann (Abb. 268): 
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Für das Rechteck 

'ci 

■■:f 

Momentenfläche 






^^""e^ Jf^.i«.,^^-^* 





■ ^J 


I 










r 


\ 












"* 1 






l \ 


, 






-\- 


f-tfn 




/,. 






f.4* 
















\i 
















' * ! 




\ 1 


A 


'}, 


Y^ 










Ebenso iiir Uas Dreieck 






Momentenfläohe 



''"=A'fr' 



12 





t A 




V ■ 


■ 2flB-\. 




£- }- '- 


, j.'- ' " ' ' 



Schweipunktsabstände dieser Flächen von oben: 

Für das Rechteck (Parabel): -r^A (Abb. 270). 

Für das Dreieck: 

Statisches Moment der Fläche in bezug auf die .Oberkante 

_ - ■^■^' 



J 3-A* 



dx- 



x*-dx= - 
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Fläche X Schwerpunktsabstand a: 




'^wiuMf^m.^ "^-«,4*^' 



Ä = 3,8 



= 2,98 tm». 



Nach Abb. 269 betraf nun der Erddruck der Dreiecksflüche 

somit die durch ihn hervorgerufene Momentenfläche 
^ g-A' _ 2,61 . 3,7' 
" 12 12 

Der Erddruck der Rechteoksfl&che beträgt 
E = 8,94 — 2,61 = 6,33 t 
und somit die Momentenfläche 

Qesamtmomentenfläcbe : . , ' _■ ■ 

^0 = ^01 +-*'« = — (2,98+14,45)= - 17,43 tm»= — 17340kgm*. 
Mit den in Abb. 270 eingetragenen Abständen /, wird dann: 
'S^ = J'o7.= - 2,98- {-1,534)- 14,45 (- 1,344) 

= + 23,97 = 23970 kgm> 
S^^Fa-f^=- 17,430- (- 1,1) = + 19,173= + 19173 kgm*. 
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Resultat«: 




-t= 


^ — ^ 




'^-™- 


S 


— 17430 



Bestimmung der Moment«. Die allgemeine, früher schon 
angegebene Gnindgleiphung für dos Biegungsmoment an irgend- 
einer Stelle(x^^ist 

Für lotrechte Belastung: 

m^^Mo-X-y-Y-x + Z 

= - 687 ■ (- 2,274) - + (- 715) = + 845 kgm >) 
.fxler laut spezieller Gleichung (vgl. Handbuch): 
M^ = X-z-Y--^+Z 

.= 687 ■ 2,274 — + (— 715) = + 845 Itgm. 
Ufa = -Af^ + r ■ ^ = 845 + = + 845 kgm. 

Mc = M„- X-u-Y- 2 +Z 

= 0-687- 1,426 — + (-715) = - 1694,66 kgm. 
Md^Mo- X-u-Y- 2 +Z 

= - 687 • 1,426 - + (— 715) = — 1694,66 kgm. 
Für wagereehte Belastung; 
M^ = M^-X-tj~Y-x + Z 

= 0- 1680- (- 2,274) — 1950- 1,1 + 1820= + 3600 kgm. 

Mb = M„-X-z-^Y:1^ +Z 

= - 14960- 1680- (-2,274) -1950- (—1,1)+ 1820 

= - 7300 kgm. 

Da nun gleichzeitig auf beiden Seiten der Erddruck wir! 
so sind die endgültigen Momente 

Jlf_, = Jfg = + 3500 - 7200 = - 3700 kgm. <^— ^ 

') Nach den 8. 237, Zeile 12 u. f. zum Ausdruck gebrachten GnindsAtzen Ül 
den BiohtungsBinii der Momente hätte mau die hier beobachtete etwas umst&i 
liobe Rücksichtnahme auf die Vorzeioben der Kräfte und Koordinat 
nicht nötig gehabt und die YoiTeichea für die Produkte aus Kraft x Heb 
arm einfacher aus der Anscbauiing bestimmt. i 
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Femer ist 

= 0-1680 -1,426 

Md = M^-X-u-Y- 

■ =0- 1680- 1,426- 



+ Z 

1950- 1,1 + 1820= — 2720 kgra. 

+ Z 

1950- (- 1,1)4- 1820 = 



- 1560 kgm 
also 

Mc = Md= - 2720 + 1560 = — 1160 kgm. 

1 Es betrf^en Bomit die endgültigen Eckmomente, da die lot- 
rechte und wfLgerechte Belastung gleichzeitig vorhanden ist: 
.jtfj= jl/ß= -3700^845 =— 2855 kgm, T- )^ ^r ' ' 
'Mc = Mi,= - 1160 - 1694,66 = - 2854,66 kgmO y. \ ' ' 

Aultragung der endgültigen MoiDent«nfläche. '^ "^-^r^- 

Hierbei müssen wir uns daran erinnern, daß in die Momente 

M^ =Mb schon das Jlfo-Moment der wagerechten Belastung ein- 

Wir wollen deshalb für M^ und Mg das Jlfo-Moment 




wieder zuzählen, um lediglich dasjenige Moment zu erhalten, 
welches von den unbestimmten Größen herrührt. 
Dann wird 

M^ = Mb= - 2855 -1- 14960 = -I- 12 105 kgm. 
Die Jtfo-Fläche mit dem Größtmoment von 14960 kgm an der 
Einspannstelle ist nun zu der Momentenfläche, herrührend von . 
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den UDbe8timmten Größen, algebraisch zu addieren, d. h. wir 
haben die Jlfg-Fläche an die schräge Linie (Abb. 271) anzutragen^). 
Die Jf(,-Momentenflächen der Decken- und Bodenplatte aind ge- 
wöhnliche Parabelflächen. , 
Deckenplatte: 

77 9Ä »2 2* 
JH^ ^ "''° ■'■^ = 4675,44 kgm. B«^ f^ ^ 

Bodenplatte: Hierbei ist erst die Baugrundbelastung fest- 
zustellen. 




Das Gewicht der Deckenplatte, Wände, Aufschüttung unid 
Nutzlast betrage f. d. lfd. m Durchlaß = 24000 kg. Dieses Ge- 
wicht beansprucht die Bodenplatte, welche dasselbe gleichmäßig 
auf den Baugrund übertragen soll, auf Biegung, wobei dos Eigen- 
gewicht der Platte selbst für die Biegung herausfällt. Nehmen 
wir noch an, daß ein Wasserüberdruck von 0,50 m oberhalb der 
Bodenplatte, dem Grundwasserspiegel entsprechend, hinzukommt, 

•) Oder man trägt von der Verbindnngsgeraden der beiden negativen Eck- 

momente 2854,66 und 2855 die za der trapezförmigen Belastung gehörige positive 

Momentenfläehe des einfachen Balkens mit den Stützpunkt«» D und B ab, wofür 

hier anch angen&hert eine Parabel gesetzt werden kann. Vgl. Anmerk. 8. 36. nnt. 

Schlüter. ElMiib«tonb&u 11. 17 
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»o ergibt das noch 500-2,44^ 1220 kg; mithin Ge8iii]Ä|;ewi^t 



25220- 



= 22800 b 



: 25220 kg, wovon auf die Systembreite 
2.2 
2,44 
entfallen. Somit 

22800-2,2 



M,^ 



V 

6270 kpm. 




Diese J/^-Momente, mit den Eckmomenten vereinigt, gibt 
ah Schlaßresoltat Abb. 272. 

Die Dimensioniening des Rahmens hat für exzentrischen 
Druck zu erfolgen. An den Ecken empfiehlt üch in der Regel 
eine gute Verstärkung. Berechnet werden in der Nähe derselben 
nur die beiden in Abb. 273 angegebenen Querschnitte. 

Wir haben hier die starre Einspannung voraussetzenden Ab- 
leitungen des eingespannten Rahmens vem'andt. Die Bedingung 
wird annähernd erfüllt, wenn äas Trägheitsmoment der Boden- 
platte im Verhältnis zu denen der Wände und Decke reichlich 
groß ist (genau genommen soll J, oo sein). 



Kapitel XXXIII. 

Anwendbarkeit des eingespannten odei' geschlossenen 
Rahmens. 

Bei der in Abb. 274 dargestellten Konstruktion würde es ver- 
fehlt sein, als Träger der Stabilität die großen Hauptbinder zu 




'//////////// fff 




•/////////?/, 




wählen derart, daß sie etwa in der Kellerdecke eingespannt und 
an den Stellen der jetzigen Gelenke nur durch Riegel ausgesteift 
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würden. Das Gebotene ist hier, die Zwiechenbinder als ein- 
gespannte Rahmenträger und die hoben Dächer als 
Zweigelenkrahmen auszuführen. Durch diese Unterbrechung 
werden zu ungeschickte Abmessungen der Pfeiler und Dachbinder 
vermieden, die besonders ins Gewicht fallenden Windkräfte aber 
auf die in ihren Abmessungen verhältnismäßig kleinen rechteckigen 
Zwischenbinder übertri^en, bo daß die Stabilität des ganzen Ge- 
bäudes hauptsächhch auf deren Festigkeit und Steifigkeit beruht. ■ 
Es leuchtet ein, daß es stets vorteilhaft sein muß, als Träger der 
Stabilität möglichst die kleinsten in einem Giebäude entwickel- 
baren Systeme zu wählen. Ein großer Vorteil ist ferner die Klar- 
heit in der Berücksichtigung der TemperaturunterBchiede, welche 
durch die Abtrennung des besondeien Temperatureinflüssen aus- 
gesetzten Konstruktionsteils ermöglicht ist. Außerdem bietet die 
praktische Arbeitseinteilung, welche bei der Herstellung mögÜch 
ist, noch einen recht erheblichen Vorteil. 

Wie schon im Kapitel XV hervorgehoben wurde, spielt in 
der Wirtschafthchkeit eines eingespannten Rahmens der Ein- 
spannungsgrad eine wesentliche Rolle, so daß hier auf die dortigen 
Äußerungen noch einmal hingewiesen sein möge. 
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Der geschlossene Kahmen (Kastenrahmen). 

Kapitel XXXIV. 

Allgemeines. 

Derartige Rahmen sind bereits in Kapitel II erwähnt worden 
(Abb. 33). Abb. 40 und 41 zeigen die Bildung des statisch be- 
stimmten Hauptsystems und die Hervorhebung der statisch un- 
bestimmten Größen. Der Querschnitt, wo wir durchschneiden, 
kann ganz beliebig gewählt werden ; zweckmäßigerweise wird man 
aber den I>urch8cknitt auf die Vertikalachse — in den unteren 
oder den oberen Riegel — verlegen. 

Die drei statisch unbestimmten Größen bringen wir wieder 
durch eine starre Scheibe mit dem Schwerpunkt des ganzen 
Rahmens in Verbindung. Damit ist der Fall zurückgeführt auf 
die Berechnnng des eingespannten Rahmens; die statisch unbe- 
stimmten Größen werden also genau nach denselben Lö- 
sungsformeln wie früher gefunden. Der ganze Untersehiad 
besteht darin, daß det untere Riegel, sowohl in der Formgröße 
(dem Nenner) als auch in der Belastungsgröße (dem Zähler), mit 
zu berücksichtigen ist. 

Im übrigen sind alle Betrachtumgen vollständig sinngemäß 
mit denen beim vollständig eingespannten Kahmen auszuführen. 

Kapitel XXXV. 
Beispielder Berechnung eines Kastenrahmeng (Dachbinder 
in biegongsfester Yerbindnng mit dem Deckenunterzng).^) 

Riegel und Pfosten bilden den Dachbinder, während der 
Fußrahmen der Decke als Unterzug dient. 

') Die Ausrechnung erfolgte nur mit dem lUchenachieber. 

Die MonatsBchrift „Armierter Beton" 1919, Heft 5 ?. 114 bringt einen 
Aufsatz über die BereoluiUDg eines rechteckigen geschloBeenen Rahmene unter 
verschiedenartiger lotrechter und seitlicher Belastung (gleiohm&Big '^'erteilt. 
Einzellast, Dreieckslast) mit Schlußformeln für die statisch unbestimmten Grollen 
und Zahlenbeispielen. 
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Trägheitsmomente. 

I. Riegel (Abb. 275) 
durch Beton 

0,50* 

. zufolge GiseD von 15 cm* beiderseits 
''■.;, J'= 15- 15 = 225 cm 



f" ' b S^l^'^Hi'i- ' ' "■ zusammen J = 0,00719 m* 

7*— -"'"-y (Nacb^§ 16, Ziffer 1, Absatz 2 der neuen Bestimmungen ist für 
solche ■ Feststellungen n = 10 anzunehmen.) 






I pm I 



■ U 7j — 



2. Pfosten (Abb. 276). 

Lage der Schwerachse: 

"■;■ ' ^ 0.50- 0,75 = 0,376 m' ■ 0,375 m = 0,1407 m' 

:.-,_.'^"-' ■ 0,40-0,25 =0,100 „■ 0,625 „= 0,0625 „ 

/ S' ,[ - 32 - 15 = 480 cm« = 0,048 „ • 0,050 „ = 0,0024 „ 

r>3t 15- 15 = 225 „ =0,0225 „ • 0,700 „= 0,0158 „ 



0,5455 
0,2214 



0,2214 m' 



Zufolge Beton 



0,5455 
0,40 



= 0,405 m . 



(0,405= + 0,3453) ^ _^ (0,345?.— 0,095') = 0,02330m*. 



xA-r 



Zufolge Eisen 
^^.:^"-Vj^ J, mit J = 32- 15 = 480 cm*. 
\K ■/■ -'l^.^ + 15 • 15 = 225 cm» 



•V 



also 0,048 ■ 0,355' = 0,00605 
0,0225 • 0,295' = 0,00196 
zusammen 0,0313 m 



_ ,J'-- 
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3. Fußrahmen (Abb. 277). 

Lage der Schwerachse: 
0,50 - 0,85 = 0,425 m* ■ 0,425 m = 0,2805 m' 
1,90 ■ 0,15 = 0,285 „ ■ 0,775 „ = 0,2210 „ 
t „ .0,050 „ =0,0048 ,, 



oioes 



0,5"063 



y, = 0,096 -0,45« 



- 0,0195 



zusammen 0,0696 m*. 
Wird für J„ das J des Deckenunterzuges zugrunde gelegt, ■ 
80 ist für diesen selbst 

0,01 



für die Pfosten v = 
für den Riegel v = 



0,0 



== 2,22, 
- = 9,70. 



Abstand der Schwerachse des Stabzuges von der Achse des 
Fußrahmens {Abb. 278) 



" = ~^-12"6Ö = ^'**' •" ■ 

6,85 -9,70 + 2.07- 2,22 H L-'^ ' 

Damit ist auf die Achse bezogen: *^ ' ■ L. ' ^^ *X»Äi< T'*^ 

r,-= |[^,30'3,01'-3- 1+2,07 ■{3.0P4- 3.01-0,94+0,84»). 2,22+2.36. 0,94'. 9.7+4.49. 1,79' 9,70] 
= 260,0m'. :~ . . -L . -"' "■- '. ■" '-'5 -,^"' ^t*jv -Sti-iiu^i, '--•'_ 



^...-./^m^S^"^' 
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Tg kommt wegen der Symmetrie nicht in Frage. 

T^= 2 [6,30 ■ 1 + 2,07 ■ 2,22 + 6,85 - 9,70] = 154,8 m . . 
Hinsichtlich der Feststellung der Rahmenachse beachte Ka- 
pitel XVIa ; in diesem Falle bereitete die Feststellnng der „statischen 







/■j: 




., zp 


''^^^^^^^ 




- . T . . sg^fi- 


1^ "^^S; 


VH 


1 r* 1 


, — Ji=^ 


P 




* ,- 




L 



Achse" im Sinne eines Ausschlusses der Betonzugzone schon be- 
trächtUche Schwierigkeiten; eine entsprechende Berechnung führte 
zu einer Erhöhung der Spannungen in Fußrahmenmitte und im 
Firstpunkt des Riegels, 

Belastung. 
1. Einfluß der Dachlast. 
Der Riegel erhält bei 0,38 t/m* Gewicht der Dachdecke für 
1 qm Grundriß und 3,51 m Abstand der Binder eine gleichmäßige 
Grundrißbelastung von 



yachdecke 0,38- 3,51 --^'^j^ = 1,43 t/m 
Eigenlast 0,50* ■ 



■^•■"»■lio--»-''* 



ohne Schneelast ergibt sich 

2,07 — 0,08-3,51 = 

2,07-12,60i 

^0 = « 



zusammen 2,07 t/m; 
rd. 1,80 t/m 



vi l i-'_ 



-41,1 mt. 



Wir bezeichnen dies Moment als positiv, weil es außen Druck- 
spannungen erzeugt 

f„= .6,85.41,1= 187,5 tm*, • 
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Bezogen auf die Schwerachse ist (Abb. 279) 

/, = — . 2,73 — 0,94 = 0,77 ,m 

8, = v-Fo-U=(9,10- 187,5. 0,77). 2: 
jS,, = 0, da Symmetrie vorhanden ist 
Ä^ (9,70 ■ 187,5) . 2 = 3640 tm». 



Daher ist 




= 10,75 t. 



Abb. 2W. 

S, _ 2800 

' T^~ ' 260 

X ist den durch die Belastung hervorgerufenen Formveränderungen 
entgegengesetzt wirkend anzunehmen. 

y = o 

Z= f5*-t- = 23,50 mt . 
154,8 

Z erzeugt stets Spannungen, die denen aus der Belastung ent- 
gegengesetzt gerichtet sind; es ist hier also als negativ einzusetzen. 
Zufolge der statisch unbestinmiten Größen X jmd Z ergeben 
siph-f^ende Eckmomente {Ab^j, 280): "ij 

Mt = 10,75. 3,0r^ 23,5= 8,90 mt 
, Jtf „ = 10,75-0,94 — 23,5 = — 13,40 mt 
■ , Mm = — 10,75 . 1,79 — 23,5 = — 42,75 mt . 



^ 



^T^ 




In Abb. 281 ist unter Hinzufügung der JI/o-Momenten£läche die 
vollständige Momentenfläche dargestellt. 
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2. Einfluß der Deokenlast. 
Der Fußrahmen erhält die gleichmäßige Belastung von 

'-:-.,.■• ■■' j:)eckenplatte 0,93.3,51 = 3,27 t/m 

,.-. \i-'- JEalkenst«« 0,50- 0,70- 2,40'g= 0, 84 „ 

-"'■'^■'■^ - ' ■ /-V'",-:.^ 4.11 t/m 

ohne Nutzlast 

4,11 — 3,51- 0,50= 2,35 t/m 

4,11.12,0-12,6 „„„„ ^ 
3fo=^— — ^ ^ = 77,70 mt . 




Dies Moment erzeugt außen am Eahmen, d. i. unt«n, Zugspan- 
nungen weshalb wir es als negativ wirkend anzunehmen haben. 



/, = — 3,01 



: + 1 ■ 652 ■ 3,01 = + 1962 tm» 



154,8 



= 4,21 mt. 



Beide Größen wieder entgegengesetzt der Belastungswirkung ein- 
gesetzt, ergeben sich folgende Eckmomente (Abb. 282): 
Ml =(—7,55) -{—3,01) + 4,21 = + 26,96 mt 
M[, = (- 7,55) . (- 0,94) + 4,21 = + 11,31 „ 
Miii= -7,55 ■ 1,79 +4,21 = + 9,31 „ 
In Abb. 283 ist unter Hinzufügung der J/o-Momentenfläche die 
vollständige Momentenfläche dargesteßt. 
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3. Bemessung. 
a) Der Deckenunterzug erhält das größte Moment nach Be- 
lastungsfali 2 unter Berücksiohtigiit^ von Fall 1 für Binderlast 
ohne Schnee, daher 



+ -Mm.x = 50,'4- 



1,80 
"2,Ö7~ 



= 43,00 mt; 



der gleichzeitig aufzunehmende Ztig 'zufolge der statisch un- 
bestimmten Größen H beträgt 

1.8 



,.?f 



7,55+ 10,75- 



2,07 



= 16,90 t, 



^X.H,' 



nW 



i 

Abb. tat. 

80 daß ein Fall exzentrischen Zuges vorliegt mit der Exzentrizität 
43,0 
■ "^T6,90- = ^'''™ 



- 2,55 + 0,35 = 2,90 m {Abb. 284) 



6-15,,64_. 
daraus 



" — 870 x^ — 5040 X = 



290) X = 80 (80 — 290) 
-403200, 



16900 (19 ,0-290 ) 
^ 240-19* , ,^ „61« 



= 21,1 kg/cm* 



o, = 2I,1.15.-— ==1018kg/cm^ 

da die Plattenstärke nur 15 cm beträgt, wird die obere Rand- 
spannung um wenig höher ausfallen als 21,1 kg/cm*. 
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Kontrolle : Z>j + Z = 2, 

hl 1 ,' ■■■ i^?-^ "■ 

-*<- flfr ^ - '- ■ 240 ■ r9 = 48 200 kg 

* •>Z,= • ,. ,. 16900 

zusammen 65 100 
Z. = 10J8 ■ 64,0 ?= rd. 65 100. 

Sehnbbeanspruchimgi}. 

Am Auflager ist ^j*^'^ *" 
'^,4^ -t (....ItTJ- 0^= 4,11 ■ 6,30 = 25.90 t. 



-.-f^ 



Mit »=80 -^=i73,7 cm ist dann ohne Rücksieht auf die 

Krhöh'ung 'oSs Querschnittes 'am Auflager*) 

25 900 "^ _ <L • 

'"■"■^1 = "■""■ IS-.-^; 

Schubsicherimgslänge 

„ 25,9 - 14,76 „ ,, 

'=^i;h — = '■""■ 

Es werden zunächst den Auflagern Doppelbügel von 8 mm 
Stärke in 10 cm Abstand verwendet, diese können eine Quer- 
kraft von 

0,503-4-l,2^^=8,9t 

übertragen. Auf die erste Zugstrebe entfällt dann noch die Quer- 
kraft von 

= 25,9-0,85-4,11 -8,9= 13,5 t, 
so daß 

Z = -;^ = 9,55 t 
und 

''•=^5t = "'»«'=^-- 

Die zweite Zugstrebe erhält denselben Querschnitt. Für die dritte 
Zugstrebe ist mit dem Abstand von rd. 2,35 m (0,85 + 2 ■ 2) : 
Q = 25,9 — 2,35 ■ 4,1 1 = 16,3 t , 

^) Vgl. Schlüter, „Die Schubsictiening der Eisen betonbaUten durch ab- 
gebogene Hauptarmierang und Bügel", Beispiele. S. Anz. a. Schluß d. Buchee. 

') Der Decken» nterzug hat an den Auflagern nach unten gehende konsol- 
förmige Veratär hingen erbalten. 
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Bo daß 

Q= 16,3 — 8,9 = 7,401 
durch die Zwgstrebe aufzunehmen sind. 
7,40 



Z = - 



V2 



= 5,23 t 



genügt 1 Eisen 26 mm Durchm. 

Das Eckmoment des Bahmens beträgt 
8,90 + 26,96 = 35,86 mt . 
Bei der Höhe daselbst von 125 cm ist 
_ 125 — 6 _ 119 
~l/358600Ö~ 26S 



0,443, 



dem < 



y 50 

mtspricht bei a, = 1000 

06 = 34,0 
/, = 0,254 ■ 268 - 0,50 = 34,0 cm*. 
Vorhanden 6 Eisen 26 mm Durchm. = 31,9 cm*, so daß 
34,0 



b) Die Pfosten. 
i größte Eckmoment beträgt (unten) 

M = 26,96 + 8,90 = 35,86 mt . 






— 60 —Ulf-- 



"-A 



Beim Anschnitt des Pfostens am unteren Riegel ist 3f = rd. 32,50 mt , 
Die gleichzeitig auftretende Normalkraft beträgt 18 t. 

An der Einspannur^stelle hat der Pfosten den in Abb. 285 
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dargestellten Querschnitt, Für diesen ist die Lage der Schwer- 

aohse bestimmt aus 

0,50 • 0,85 = 0,425 ra* ■ 0,425 m = 0,1806 m* 

0,40-0,25 = 0,100 ,; -0,725 „ =0,0725 „ 

32. 15 = 480 = 0,048 „ ■ 0,05 „ = 0,0024 „ 



0,573 0,2555 

4^ =0,466 = 0,45 m 

0,573 ,i. f 

32,5 ,,, ^om:^*vN( 

= W =''««"• ^-- >": ^ 

= 1,80-0,40= 1.40 m - • r - "T ■ 
, '90-1,40 



•15.32 ^ 2 -15 -32 



a;»+220a: = 



x" + 420 r« + 7040 a: = 563 000 ' ^ j^-j ,^, , '.,, .,,■■ 



18000(28,5+140) ' ., o . , 



-*~ >2. = 1185- 32,0 = 38 000 



Rest 18 300 !^ iV . 
Die Querkraft betrat 

Q = 10,75 + 7,55= 18,30 t , 
die durch die Zugstreben völlig übertragen werden kann. 
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c) Riegel. 
Das Eckmoment beträgt bei Vollbelastung dca DeckeD- 
unterzuges und Dachbinderlast ohne Schnee 

1 — ia,4ti 

im umgekehrten Fall 
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Eingespannte mehrstielige Rahmen. 

Kapitel XXXVI. 

. Der Rahmen mit Pendelzwigchenstütze. 

Das Hinzukommen der Pendelzwischenstütze erhöht den 
Grad der statischen Unbestimmtheit des in den Endauflagem 
fest eingespannten Rahmens um eine Stufe. Wir legen wieder 




y\ 
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f^. 


/ 






^\ 


/ 














— ¥!. — ^ 
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^ 




*. ^' 



den einfachen Balken als Hauptsystem zugrunde') und erhalten 
in Erweiterung des für den eingespannten Rahmen ohne Mittel- 
stütze im Kapitel XXVI gezeigten Verfahrens somit außer den' 
Größen X . Y und Z im Schwerpunkt des Rahmens ohne Mittel- 
stütze (Abb. 286) noch den unbestimmten Stützendruck D an 
Stelle der Mittels tütze und die zugehörige Momentenfläche 
(Abb. 287), in einem beliebigen Punkt« m der Bahmenachse 

aber zusätzlich das Moment D ■ -■ x' oder D- ■ x'. Bezeichnen 

wir diese Momente allgemein mit D ■ Md und setzen sie zwecks 

') und zwar auch /Ür wagerechte Belastung. 
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algebraischer Addition als positiv ein, so beträgt das Gesamt- 
moment in einem beliebigen Punkte der Bahmeoachse 

und wir erhalten an Hand der vier Bestimmungsgleichungen für 
X, y, Z und i) 

1. L'.-E-J„=jM„'M.vd8 

2. U-E-J^=jMi-M- 

3. U-E-J„^jM,-M- 

die Vorzeiohen der den unbestimmten Größen entsprechenden 
Gheder allgemein als positiv setzend in Erweiterung der für den 
eingespannten Rahmen allein schon gefundenen und unter Klam- 
mem gesetzten Ausdrücke: 



1. L',-E-J^=jy-Ma-v-d8-{- Xjy* ■vda + Djy -M^-v-ds 

2. L'fE-J„ =jx ■Mt-v-da-\- Ylx*-v-'ds + Dfx- M^-v-da 

3. Le-E-J,^=ll-M^-v^d8 + ZJl-v-d8 + Dfl-JHi-v-ds 

i. Ui'E-J„ = lMt'Ma-vds + XJMi-yv-da-\-YJMi-x-vd8 
-\-ZJMi-l-v-ds-JrDjMi-Mfvda. 

Diese Gleichungen ermöglichen ohne weiteres die 
Berechnung der statisch unbestimmten Größen X, T, 
Z und D. Lösen wir Gleichung 1. nach X, Gleichung 2. nach Y, 
Gleichung 3. nach Z auf und setzen die Gleicjiungswerte für X, 
Y und Z in Gleichung 4. ein, so enthält diese nur noch die 
Unbekannte D, die somit zuerst gewonnen wird. Mit dem be- 
kannten D erhalten wir dann anschließend aus den Gleichungen 
1., 2. und 3. auch X, Y und Z ohne weiteres. 

Bedeutete für den Rahmen ohne, Mittelstütze die 
rechte Seite der Gleichung 1. "die Summe der sta- 
tischen Momente der auf die Rahmenachse projizier- 
ten -"-fachen Momentenflächen aus der Belastung 

und X bezogen auf die durch den Schwerpunkt O ge- 
legte Abszissenachse, die rechte Seite von Gleichung 2. 
die Summe der statischen Momente der Belastung 
und Y bezogen auf die lotrechte Mittelachse, die 
rechte Seite der Gleichung 3. die Summe der Mo- 
mentenflächen aus der Belastung und Z selbst, so er- 
scheinen diese Beziehungen im vorliegenden Fall nur 



,,Goot^[c 



erweitert daroh die gleichen Beziehungen für die D- 
Fläche; die vierte Gleichung aber fordert, da Mi 



tischen Momente der Momentenflächen aus sämtlichen 
Größen bezogen auf die Auflagerlotrechten durch A und 

B, für den linken Teil multipliziert mit--, für den rech- 
ten Teil multipliziert mit -.-, wie wir das schon von den 
mehrstieligen Rahmen mit Pendelstützen her kennen'). 
Wir bringen ein einfaches Beispiel, wonach die Behandlung 
jedes anderen Rahmenfalles dieser Art klar sein dürft«. 

if.ftfin 

I iiiiiiiiiiiiiiiiiiimiTiimii ' 



Abb. EBB. 



Beispiel: Rechteckiger eingespannter Rahmen mit 
Pendelstütze {Abb. 288) bei Voraussetzung konstanten Träg- 
heitsmomentes und unnachgiebiger Lagerung. 



11 



Ü 



Wir erhalten für das Hauptsystem (Abb. 289) 
_ 2- 4,0-2,0 +8,0- 4,0 _,„„ 



^) Beachte auch Uer die auf eüifaofaere Fasming hindentende Fufinote 
S. 207. 

Bchiatei. BlMQbelODbsu IL Ig 
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■;■■ T,=jx'-i3 = i,<l-i^0'-2+*-^--2 =170,671 




Abb. £S0. 

undpfür die Belaßtung (Abb. 290) 
jMi,-x-dB = a 
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Für /) = 1 wird (Abb. 291) 
(Mi -ds-^- 



}Ma-y-ds= ■7,5-1,0 = 7,5 tm* 
lMj-x-ds= 7,5.0,333 = 2,5 tm^. 
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Für Gleichung 4. wird insbesondere: 

3,0 ' 5,0 

l'Mt -Mo- ds = jfx' ■Ma-ds + jjx' -M^-da (Abb. 214, Seite 2 

ij 

vgl. auch gleiche Berechnung dazu) 



= 49,5 tm= 
und nach Abb. 292 




iMi-Mi-ds = 



■ 1,875 



3,0 



ff-T 



■3,0 + 



■ 1,875 



5,0 



■ 5,0 



= 9,38 tm^ (vgl. gleicher Wert in Beispiel 1 Seite 209 
und Abb. 217). 
Wir können alle gefundenen Werte als positiv in die Rech- 
nung einführen; T,, T^ und T sind an eich positive Werte; 
iM^y-ds und jMg-da wären negativ, wenn X und Z, deren 
Einheitswerte in y und 1 zum Ausdruck kommen, der Belastung 
entgegenwirkende Momente erzeugten, wie es ja auch der Fall 
ist, gegebenenfalls gilt für } M,, • x ■ ds dasselbe; \Mi-x ■ da, 
i Mä -y-ds, j Mi ■ ds wären, da einerseits M^ negativ, x , y und 1 
negativ, positive Werte; in Gleichung 4. wären alle durch Multi- 
plikation von Werten der unbestimmten Größen untereinander 

IS" 
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entstehenden Beträge (minua mal minus) positiv, das erste Glied 
negativ, da M^ positiv, M^ n^ativ. Führen wir die un- 
bestimmten Größen durchweg als positiv ein, ao wären 
also alle Werte positiv; ein negatives Ergebnis für 
eine der statisch unbestimmten Großen besagte dann 
daß ihre Wirkung im Gegensatz zu der Annahme steht. 
1. 



0- 


42,67 + X 


26,66 + D 


7,50 




= 


+T 


170,67 + D 


2,60 




= 


42,67 + Z ■ 


16,0 +D 


7,60 




= 


49,6 +X 


7,60 + Y 


2,60 + Z 


■ 7,60 + D- 9,38. 


Mit 












- 42,67 - 


il-7,60 








26,66 






y- 


-Z)-2,60 
170,67 








z = 


- 42,67 -Z)- 7,50 

tttt; erhalten wu 

16,0 




0- 


49,6 + -- 


42,67 -D- 7,60 , - 
3,66 + 


fl . 2,60 
68,25 


+ 


- 42,67 - 


D.7.50 j 


5.9,38, 





^ 2,13 1 - .- . 

= 17,43 + 3,61 D und 
Z)= -4,83 t. 

D eizeugt also negative Moment«. Damit erlialten wir 
— 42,67 + 36,2 , 



26,66 
+ 12,1 



170,67 

— 42,67 + a 



- 0,243 t 



- 0,405 mt. 



16,0 

Die lotrechten Aiiflagerdrücke der Endauflager sind wieder: 
A = A,-i-Y, B=.B,-Y. 
Zum Schluß mag noch der Beweis erbracht werden, daß 
die Beiwerte zu X, Y, Z in Gleichung (4) tatsächlich den gleich- 
lautenden Beiwerten zu i> in den Gleichungen (1), (2) u. (3) ent- 
sprechen, wenn wir für jede Gleichung die ihr eigene geometrische 
Deutung beacht«n. Führen wir den Beweis durch für den Aus- 
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druck fMd • x ■ ds (in Gleichung (2) Beiwert zu D, in Gleichung 
(4) Eeiwert zu Y). In Gleichung 2. bedeutete jM^-x-ds die 
Ausmultiplikation des zu jedem Längenelement da gehörigen 
Flächenelementes M^ ■ de (Abb. 293) mit dem zu Y = 1 — auf 
welches sich die ganze Gleichung 2. bezieht und worauf x 
hindeutet — gehörigen Biegungsmomente (Abb, 294). Da das 
Moment zu y = 1 (x) dem Abstände des fraghchen Längen- 




elementes von der Mittelachse gleichkommt, haben wir das 
Integral gedeutet als das statische Moment der zu D = 1 
gehörigen Momentenfläche bezogen auf die Mittelachse. Alge- 
braisch ist dasselbe, wenn der Flächeninhalt des ganzen Dreiecks 
mit F, der Abstand seines Schwerpunktes von B mit f bezeichnet 
wird. 

Wir erhalten zunächst für | 



ab 
l 


[f 


Kl) 


+ 1 


2 
3 


'1 






o6 
i 


l 

'2 
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und damit 



a^b' a'6 ab^ abl 

^ ~2i ■•■ "eT ■*" ~9i T" ■ 

In Gleichung 4. bedeutete j M^ -x-ds die Ausmultiplilcation des 
zu jedem Längenelemente ds gehörigen Flächenelementes Mi,-ds 
(Abb, 295) .mit dem zugehörigen M^, dem Werte von jD = 1, auf 
-welches sich die ganze Gleichung bezieht (Abb. 296). Da das 
Moment zu Z> ^ 1, wenn das Element zwischen Ä und D hegt, 

dem Abstände von A multipliziert mit -. , wenn es zwischen D 

und B hegt, dem Abstände von B miütipliziert mit -,- , gleich- 
kommt, haben wir das Int«gral gedeutet als das statische Mo- 
ment der zu Y=\ gehörigen Momentenfläche für den linken 

6 
l '■ 
für den rechten Teil bezc^p auf die Lotrechte durch B und 



'■■■■■r^ 



durch Ä 

■ ~ ~~ii ^ "'■ "er ' , 7' 

für die Lotrechte durch B und zunächst für den Teil zwischen 
Stütze und y- Achse 



für den Teil zwischen jz-Achse und B 
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im ganzen daher 




S^ = Sß ei^ibt weiter 

a^&* o'6 afi* a6i _ fc*a* 

"2"r J- ^ "^ "3 / 4~ ~ "TT 

oder 

ai2 a 



fl6* 



womit die Ubereinstimmmig erwiesen ist. 

Die Erweiterung dee im vorangegangenen Kapitel gezeigten 
Verfahrens auf Rahmen mit mehr als einer Pendelstütze bedarf 
sachlich keiner weiteren Erklärungen; sie erfolgt in derselben 
Weise wie beim mehrstieligen Gelenkrahmen (Kapitel XXI}. 
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Kapitel XXXVII. 

Der dreistielige Bahmen ohne Gelenke. 

1. BerechnuD^ga^g im allgemeinen. 
Wir setzen einen beliebig gestalteten und beliebig be- 
lasteten, in drei Auflagern fest eingespannten Rahmen voraus, 
entwickeln ui^ere &]eichungen aber der Übersichtlichkeit wegen 
an einem einfachen rechteckigen System in der Erwartung, 
auch für diese Babmengruppe die bisher überall ge- 
fundenen einfachen geometrischen Beziehungen für 
die Gewinnung der statisch unbestimmten Größen be- 
stätigt zu finden. 




Gedachter Rahmen ist 3 ■ 3 — 3 =^ 6-fach statisch unbestimmt 
(Abb. 297). A, X, M und Aj, X^, Mj seien die statisch rni- 
bestimmteu Größen, das Hauptsystem der rechts eii^espannte 
Kragträger (Abb. 297). Die Behandlung des Hauptsystems unter 
der gerade vorU^enden Beiastimg und die Auftragung der zu- 
gehörigen J/g-Momentenflache auf die Achse des Preiträgers er- 
folgt in bekannter Weise. Unter dem Einfluß der statisch un- 
bestimmten Größen erhalten wir für das Hauptsystem die in 
Abb. 298 dargestellten sechs Momentenflächen und am festen 
Lager die den unbestimmten Größen gleichen, aber entgegen- 
gesetzt gerichteten Reaktionen. 

Bei Zusammenl^ung sämtlicher Momentenflächen erhalten 
wir — alle Einflüsse algebraisch addierend — in den einzelnen 
Stöben (Abb. 297) 
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M, =X-y + M 

M„~M, + Ät^lt + l) + A■l+^X^ + X)■y, + Mt + M 

M, =M, + At{l, + x) + Ä-x+(,X, + X)h + Mt + 3l. 




Mit Bezug auf die beiden Achsenlneuze x, y und x,, y, 
(Abb. 299 u. 300) iat der Einfluß der Einlieitswerte der statisch 
unbestimmten Größen für X, A und M: y, x und 1, für Xi,' 
Ai und Ml', yi, Xi und 1. 
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Die sechs Bestimmungsgleichungeti lauteten damit, wenn wir 
zugleich die Verschiebungen der Auflager in Richtung der Un- 
bestin^mten und die Verdrehungen zu Null setzen: ,,- -k 

2. = /a: (M, + -M, + M^,) v ■ dTVs & ' «- "«- » ' ■"■^" '"]' ' 

3. 0^ll{M^ + M,+ MJv-ds ^'"^iTjyJ'-Cf'-^', 
.' . 4. =/i/, (Jf„, + M^, + J/, + itf,,) V ■ da 

5. =/x, (Jf ^, + Jtf„ + M^ + M^,) V ■ ds 

6. 0-/1 (M,, + M,, + M^ + MJvd8. 
Gleichungen 1. bis 3. beziehen sich auf das rechte Rah- 
menfeld l und erfordern in bekannter Weise die Suminierung 
der statischen Momente der auf die Rahmenacbse projizierten 

-P'fachen Momentenflächen aus sämtlichen für jeden Stab in 

Frage kommenden Krafteinfliissen in bezug auf die x- und y-Achse 
(Abb. 299) sowie die algebraische Summe der Flächen selbst; 
Gleichungen 4. bis 6. fordern dasselbe für den Außenrahmen 
in bezug auf die x^- und j/i-Achse (Abb. 300) und ebenfalls die 




algebraische Summe der Flächen selbst. Soweit die Rahmen, 
sich decken, sind also die Einflüsse des einen Feldes 
beim anderen zu berücksichtigen. 

Für die Stäbe, welche ganz in die y- und y,-Ach8e fallen, 
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wird in den Gleichungen 2. und 5. da^ statische Moment von My 
oder My, Null. 

Besteht hinsichtlich der Aufstellung der sechs Bestitnmungs- 
gleichungen hiernach keine Schwierigkeit mehr, so erfordert doch 
die Auflösung derselben eine erhebliche Rechenarbeit. Verlegen 
wir nach dem in Kapitel XXVI erläuterten Verfahren den An- 
griffspunkt der statisch unbestimmten Größen A^, X^ und A, X 
in die Schwerpunkte 0, urtd der übereinander liegenden Rah- 
men, wobei die Momente zu Z^ und Z werden, und beziehen wir 
die Wirkung der statisch unbestimmten Größen auf die durch 0, 
und O gelegten Achsenkreuze (Abb. 301),, dann entfällt in 
Gleichung 1. der Einfluß von A und Z, 
X , „ Z, 
X „ A, ' 



ebenso in 



5. 



X, 



Wir erhalten also für den Innenrahmen (Länge l) in 

Gleichung 1.: in bezug auf die x-Achse — in übÜcher Weise 
zu bilden — das statische Moment der Momentenfläche von X 
(Abb. 302} und die Summe der statischen Momente der auf 
den Innenrahmen entfallenden Momentenflächenstücke 
aus der Belastung und den Größen Xi, Ai, Z, (auf Riegel 
und rechtem Stiel); 

Gleichtmg 2.: in bezug auf die ^-Achse das statische Moment 
der Momentenfläche von A (Abb. 303) und die Summe der 
statischen Momente derselben Fläehenstüeke ; 

Gleichimg 3.: die Summe der Momentenfläche von Z (Abb. 304) 
und der vorgenannten Flächenstücke. 
Für den Äußenrahmen {l^ 4- erhalten wir ebenso in 

Gleichung 4.: in bezug auf die x^- Achse das statische Mo- 
ment der Moment«nfIäche von Xj (Abb. 305) , der Belastung 
und der Summe der statischen Momente der auf den Außen- 
rahmen entfallenden Momentenflächenstücke aus den 
Größen X, A, Z (also mit Ausfall der Flächenstücke auf dem 
MittelstJel) ; 

Gleichung 5,; in bezug auf die ^j-Achse das statische Mo- 
ment der Momentenfläche von A-i (Abb. 306), der Belastung 
und der Summe der statischen Momente derselben Flächen- 
stücke ; 
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Gleichung 6.: die Summe der MomentenHäche von Z, {Abb. 307), 
der Belastung und der vorgenarniten Flächenstücke. 
Lösen wir dann Gleichtue 1. nach X, Gleichung 2. nach A, 
Gleichung 3. nach Z auf und setzen die Ergebnisse in die Glei- 
chungen 4. bis 6. ein, so verbleiben als Unbekannte in denselben 




nur noch X, A^ Z, und damit haben wir das System von 
sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten zurück- 
geführt auf drei Gleichungen mit drei Unbekannten^). 
Erst für einen vierstieligen eingespannten Rahmen 
erhalten wir nach diesem Verfahren ein System von 9 — 3 = 6 
Gleichungen mit sechs Unbekannten. 

') Das Ziel wird auch erreicht, wenn nur für einen der beiden Rahmen 
der Schwerpunkt zam Angriffspunkt der unbestimmten Größen gemacht wtiidei 
es treten aber dann in den Gleichungen für den Rahmen, wo die Unbestinunteu 
am Auflager gelassen sind, zuerst je swei Summenglieder mehr auf. 
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. Für die Einheitawerte von X und A sowie X^ und Ä^ sind 
die zugehörigen statischen Momente der Momentenflächen gleich 
den Trägheitsmomenten der zugehörigen Stabzüge bezogen auf 
die entsprechenden Achsen; die statisclien Momente der Mo- 
mentenflä«henstücke sind stabweise einzebi zu h^timmen. 

Die Beriicksichtigimg eines Wechsels des Trägheitsmomentes 
innerhalb der einzelnen Stabstücke erfolgt zweckmäßig 
durch zeichnerische Ermittlung der statischen Momente, wie das 
für eingespannte Gewölbe S. 354 u. f. gezeigt ist. 

Die Zusammenlegung aller Momentenflächen, wobei man 
zweckmäßig die Einflüsse von X, A und Z sowie Xj, Aj und Z, 
je für sich zusammenfaßt und sie dann mit der MQ-¥l&ohe ver- 
einigt, ergibt die fertige Momentenfläche. Die zugehörigen Äuf- 
tagerkräfte sind am linken Stiel 

Xi, Aiund Mi = Xi-z^ — Ai- Wi-\- Zi, 
am Mittelstiel 

X, A und M^X-z-A-w + Z; 
am rechten La^er B ergeben sich die Äuflagerkräfte durch Zu- 
sammensetzung aller am Freiträger tätigen Kräfte. . 

3. DieEeknionieDte als nufoestimmt« Größen. 

Die unter gewissen Voraussetzungen (vgl. Kap. XXIII, Ziff. 1) 
zweckmäßige Anwendung der unter 1. aufgeführten Elastizität«- 
bedingungen auf die Gesamtmomentenfläcfae hat, wie immer, 
so auch in diesem Fall den Vorteil einer schnellen Aufstellbarkeit 
der Bestimmungsgleichungen, ermöglicht aber die Herabsetzung 
der Anzahl derselben durch Ehmination der Einflüsse einzelner 
Größen — wie unter 1, gezeigt — nicht mehr. Dagegen bietet 
die Anwendung der Elastizitätsbedingungen auf die Gesamt- 
momentenfläche eines jeden^) aus einem mehrstieligen System 
darstellbaren Einzelrahmens neben dem Gebrauch der Gleich- 
gewichtsbedingungen ^li = 0, ^V= und ^Jtf = ein wert- 
volles Hilfsmittel für die Prüfimg der Richtigkeit der auf anderem 
Wege voraufgegangenen Bechnung. Die Berechnung von Stock- 
werksrahmen bietet nach diesem Verfahren ersichtilcherweiBe 
keine Schwierigkeiten, da sich immer so viel Gleichungen nach 
den Elastizitätsbedingungen aufstellen lassen, als unbekannte 
Eckmomeute vorhanden sind. 

») Vgl. Kapitel XXni. Ziffer 3. 
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Allgemeinere Fassung der ElastizitUts- 
bedingungen.') 

Kapitel XXXVIII. 
Wir haben bei den einzelnen Abschnitten nach Aufetellung 
der Arbeit^leichungen alsbald von der grundlegend in Kapitel IX 
behandelten geometrischen Auslegung der Gleichungawerte Ge- 
brauch gemacht und gelangten damit für alle behandelten Fälle 
zu übersichtlichen und in der Durchführung einfachen Eerech- 
nungswegen, die den üblichen Genauigkeit^ad einschließen. 
Nachfolgend wollen wir den so gefundenen Elastizitätsbedmgungen 
zwecks Vervollständiguna; unserer Übersicht allgemeinere Faseimg 
geben und dann die unbeschränkte Bedeutung erkennen, welche 
sie für die Eabmenberechnung im allgemeinen besitzen, sodaß 
sie zweckmäßig in der Rahmenstatik an die Stelle 
gesetzt werden, welche beim Beginn unserer Rech- 
nungen bisher die mathematischen Ausdrücke für 
durchzuführende Integrationen (auf den rechten Seiten 
der Bestimmungsgleichungen für die statisch unbestimmten Grö- 
ßen) eingenommen haben. 

') Ing. A. Kittingor weist in Beton u. Eisen 1914, Heft IV, S. 95 („Bei- 
trag zur Berechnung starrer Systeme") zuerst auf den A%eraeinwert der Elastizi- 
tätsbedingungen tu dieser Fassung zur Ausführung von Bichtigkeitsprüfungcn und 
Aufstellung von Bo9timmung8gbichungen für beliebige Rahmengcbildc hin; es 
wird auch gezeigt, wie ein- und mehrteilige Systeme durch Gleichungen mit je 
einer Unbekannten berechnet werden können. Ing. Dr. W, Vieser bringt in 
der Zeitschrift „Der ! Brückenbau" 1918, Heft 16 u. 17 („Berechnung statisch 
unbestimmter btegungsateifer Stabzilge mit besonderer Berücksichtigung von 
Rcchnungskontrollen") eine Gegenüberstellung der verschiedenen für Rahmen- 
gebildc gebräuchlichen und vorgeBchlagenen Berech nui^ verfahren, um ebenfatlE 
auf die hervorragende Zweckmäßigkeit der Elastizitätsbedingungcn in der all- 
gemeineren Fassung zur Berechnung beliebiger Rahmengebilde hinEii weisen ; an- 
. geschlossen sind ausfuhrliche Beispiele über die Behandlung zwei- und mehr- 
stieliger Reehteekrahmen unter seitlicher Belastung in Riegelhohe mit Entwick- 
lung von KoefRzienten für die Verteilung der Momente auf die Stiele, auch 
Stockwerksrahmen untsr der gleichen Belastung. 
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1. Die vier aus beiderseitig gelenkiger, einseitig gelenkiger und 
beiderseitig eingespannter Lagerung eines einfachen Rahmens her- 
vorgehenden GrundelastizitStsbedingungen. 

a) Die Bestimmungsgleichung für die Größe Xo des Zwei- 
gelenkrahmens 

~M-E-J„= —JM^.y-ds-v + Xjy^-ds-v (vgl. S. 106) 
besagt allgemein, daß die E ■ J„-fache Auflagerverschiebung 
gleich sein soll der algebraischen Summe der statischen Momente 
der beiden in Frage kommenden, auf die Rabmenachse proji- 
zierten Momentenflächen des Hauptsystems (aus der Belastung 
und der statisch unbestimmten Größe) bczoi!en auf die Ver- 
bindimgs^erade der Auflager. Allgemein erhalten wir also als 

Elastizitätsbedingung 1: 

Für- jeden in zwei gelenkige Auflager endigenden '' 

Stabzug ist die algebraische Summe der statischen ' 

J 
Momente der auf die Bahmenachse projizierten - ?- \ 

fachen Momentenflächen bezogen auf die Verbindungs- 
linie der Gelenke gleich der E ■ J„-fachen Verschiebung 
der Gelenkstellen in Richtung der Verbindungslinie 
oder bei Unnachgiebigkeit der Auflager gleich Null*). 
Es bereitet keine Schwierigkeiten, für jeden beliebigen Be- 
lastungsfall eines Zweigelenkrahmens die J/n-FIäche und die Xg- 
Fläche einzutragen und Elastizitätäbedingiing 1 zum Ausgangs- 
punkt der Rechnung zu machen. 

b) Der in Kapitel XVII befiandefte einseitig gelenkige Stab- 
zug oder Rahmen führte in Auslegung der beiden Bestimmungs- 
gleiehungen für X^ und X^ 

L'a-B-J„= -jy-M^-v-ds + Xj'y^-v-ds — Xil'y-x-v-ds 
U-E-J„= + jx ■ M^- V ■ ds - Xjy ' X • V • ds + Xbjx^ • V • ds ' ■ 
zu den Bedingungen, daß die E ■ J„-fache wagerechte Auflager- 
jreraehiebunn gleich sein soll der algebraischen Summe der sta- 
tischen Momente der drei in Frage kommenden auf die Rahmen- 

•) Bei Mitbcrücksichtigung des Einflusses dcrKormalkrafte oder der U'ärme- 
schwankuiigen gleit^h der E ■ j„-fachcii Stabtltngenändcrung in der Richtung 
deraclben Verbindungslinie. Wir berücksichtigen den EinfluU der Xormalkräfta 
nur bei flachen Konstruktionen (Gewölben; vgl. Seite 333); für die Rahmen- 
gebilde, für die wir die Berechnung nach dem hier voi^tragenen Verfahren 
empfehlen, kann der Einfluß der Normalkräfte auf die statisch unbestimmten 
GröDen vemachläsÄigt werden; der Einfluß von Wärmeachwankungon läßt sich 
immer leicht ins&t^lich berücksichtigen (vgl. Kapitel XXIX). 
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acbse projizierten Momentenflächen (für die Belastung, die GroQe 
Xa und die Größe X^) bezogen auf wagereehte Verbindungs- 
gerade der beiden Auflager und die lotrechte E • J^„-£a<:he Auf- 
lagerverschiebung gleich sein soll derselben algebraischen Summe 
bezc^en auf die Lotrechte durch ^as Gelenk. Allgemein erhalten 
wir daraus als 

Elastizitätsbedingung 2: 

Für jeden in ein festes und ein gelenkiges Auf- 
lager endigenden Stabzug ist die algebraische Summe 
der statischen Momente der auf die Rahmenachse 

nentenflächen bezogen auf 
eine beliebige Gerade durch das gelenkige Lager 
gleich der Ä- ^„-fachen Verschiebung des Gelenkes in 
Richtung der betreffenden Geraden oder bei Unnach- 
giebigkeit des Gelenklagers gleich Kull^). 

Hierin kommt zum Ausdruck, daß uns grundsätzlich nichts an 
die Innehaltung wagerechter und lotrechter Richtung für die unbe- 
stimmten Größen bindet, wiewohl diese als die zweckmäßigsten ange- 
sehen werden müssen (vgl. Kapitel I, S. l, Kapitel VI, S. 92, Z. 20). 

c) Für einen fest eingespannten Rahmen erhielten wir in 
Auslegung der Bestimmungsgleichungen für die statisch un- 
bestimmten Größen am Auflager X, A und M^, nach Kapitel XXV 

1. L'a'E-J^= —fy(M^ — X-y + A-x-~M^)-v-d8 

2. L'i-E-J„= -( Jx(M^-X-y + A-x-Mj)-v-da 

3. L'^-E-J„= -jl{M^-'X-y + A-z — ]H^)-vd8 
die Bedingungen, daß 

1. die algebraische Summe der statischen Momente der auf 

die Rahmenachse projizierten - "^-fachen Momentenflächen 
aus sämtlichen Lasten bezogen auf die Verbindungslinie 
der Auflager gleich sein soll der E J„-fachen Verschie- 
bung der Auflager gegeneinander oder gleich Null; 

2. dieselbe algebraische Summe bezogen auf die Lotrechte 
durch A gleich sein soll der E • J„-fachen Verschiebung 
des Lagers A gegen das andere Lager oder gleich Null; 

3. die algebraische Summe der Flächen selbst gleich der 
E-' i/fli-fachen Drehung der Achse am Lager A oder gleich 
Null sein soll. 



>) Bei BerückHichtigung dee EinfliuaeB der Nonnalkräfte oder der Wftrme. 
Schwankungen gleich der £ ■ >/_ -fachen Stablftngen&ndenuig in gleicher Richtung. 
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In AuBlegung der Bestiromungsgleichungen für die Größen 

X, Y und Z im Schwerpunkt des mit -=- belastet gedachten 

Rabmenzugea erhieltep wir in ainngemäßer Änderung der Arbeits- 
, werte der linken Seiten dieselben Bedingungen. 

Die aus Kapitel XXVI hertorgenende Zulässigkeit beliebiger 
Lage des Angriffspunktes der statisch unbestimmten Größen führt 
im Anschluß an diese Ergehnisse schließlich zu den weiteren 
BlastizitÄtsbedingungen : 

Elastizitätsbedingung 3 (entsprechend Gleichung 1 u. 2) : ; 

Für jeden in völliger Einspannung endigenden V 
Stabzug ist die algebraische Summe der statischen < 

Momente der auf die Rahmenachse projizierten -^- ■ 

fachen Momentenfläohen bezogen auf eine beliebige 
Gerade gleich der £?■ J„-fachen Verschiebung der Auf- 
lager gegeneinander in gleicher Richtung oder bei un- 
nachgiebiger Lagerung gleich NulP); für jeden in sich 
geschlossenen Rahmen gleich Null*). 

Elastizitätsbedingung 4 (entsprechend Gleichung 3): 
Für jeden in völliger Einspannung endigenden 

Stabzug ist die algebraische Summe der -y - fachen 

Momentenfläohen gleich der E- Ja-fachen gegenseiti- 
gen Verdrehung der Tangenten an die Stabrichtungen 
in den Lagern oder bei gegen Drehung unnachgiebiger 
Lagerung gleich Null; für den in sich geschlossenen 
Rahmen gleich Null. 

ä. Die Anwendung der Gnmdelastizitätsbedingnngen bei mehr- 
Btieligen Rahmen and Elastizitätsbedingung 5. 
a) Die Auslegung der Bestimmungsgleichungen für mehr- 
^ stielige Gelenkrahmen mit Pendeistützen {Kapitel XX.' 
' ):*■", und XXI) unterscheidet sich grunda&tzÜch nicht von der 
unter 1. behandelten für einen einseitig gelenkigen Stabzug. Die 
Übereinstimmung wird klar, sobald wir uns den vorliegenden 
Rahmen jeweils aus zwei einseitig gelenkigen Rahmen zusammen- 
gesetzt denken (Abb. 308 u. 309). Diese Zusammensetzung ist so oft 

') BeiMitberücksichtigung des Einflusses der Normslkräf te oder der Wärme. 
Schwankungen gleich der E • ./.-feohen Längenändenmg in gleicher Richtung. 
Schlüter, EiHmbalonbau n. IQ 



□ igilizedbyGoOglc 



290 

möglich, als Mittelsäulen vorhanden sind. L'a stellt sich dann dar 
als die Addition der Spannweitenveränderung heider Teile, so daß 
die statischen Momente der auf die Rahmenachse projizierten 
Momentenflächen in der ersten Gleichung für beide Teile auf die 
Verbindungslinie der Auflager AB zu beziehen sind. 

U), und L't sind die Verschiebungen an den Angriffsstellen 




-»i-f'-f^f 



von Xfc und JT,, die durch gewisse Nachgiebigkeit der Lager- 
stellen, auf denen die Säulen ruhen, und Verkürzung- der Säulen 
durch Normalspannungen aus den lotrechten Drücken oder 
Wärmeschwankungen hervorgerufen gedacht sein können. Sie 
wären je gleich der Summe der Verschiebungen, die die beiden 
Teilstücke in sich in lotrechter Richtung erfahren. Diese wären 
mit den Reaktionen der Kräfte X,, und X, oder deren Einheits- 
werte auf die Auflager .d.und B zu ermitteln. Entsprechend finden 
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wir auf den rechten Seiten der Gleichungen für i» und L't die 
algebraische Summe der statischen Momente der in Frage kom- 
menden auf die Rahmenachse projizierten Momentenflächen (für 
die Belastung, die Größen Xo, X^, gegebenenfalles auch Xj) 
für den linken Teil bez<:^en auf die Lotrechte durch A und raulti- 

phziert bei einer Mittelstütze mit y , bei zwei Mittelstützen für 



Lotrechte durch B und multipliziert bei einer Mittelstütze mit 
, für icQlit-,■-- 




Wir erhalten also für diese Kahmengruppe außer 
der Gültigkeit der Elastizitätsbedingung 1 für den in 
den Endgelenken ruhenden ßahmen die zusätzliche 
Elastizitätsbedingung: 

Für jede Zwischenstütze ist die Summe der sta- 



.l-A 



ntenflächen auf 



den Rahmenteilen beiderseits der Stütze, für den 
linken Teil bezogen auf die Lotrechte durch das linke 
Endauflager, für den rechten Teil bezogen auf das rechte 
Endauflager und jeweils mit dem Beaktionaverhältnia 
der Stütze zu dem betreffenden Auflager multipli- 
ziert, gleich der £-t/„-faehen lotrechten Verschiebung 
der Gelenklager gegeneinander oder gleich NulU). 



') Bei BerUckatchtigung des Einflusses der Normalkrält'e oder der W&rme- 
Bohwankungcn gleich der S'J_ -fachen Längen&ndenuig in gleicher Richtung. 
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Bezeichnen wir gedacht« statische Momente mit St^ und Stß, 
die Länge des Rahmenteils links mit a, rechts mit b (Abb, 310), 
setzen wir ferner unna<;hgiebige Lagermig voraus und lassen wir 
NormaJkräfte unberücksichtigt wie bisher, so folgt aus dieser 
Elastizitätsbedingung die Beziehung: 

und hieraus bej Kürzung von l 

a b 

d, h., da — - und ~^ für die in den statischen Momenten ent- 
a o 

haitene „Belastung" die Auflagerdrücke einfacher Balken von der 

Länge a und b auf die Zwischen stütze sind, fttr die Belastung 

des Rahmens mit der - "-fachen Moraentenfläche ist 

der rechte Auflagerdruck des als einfacher Balken an- 
zusehenden Bahmenstückes a gleich dem negativen 
linken Auflagerdruck des als einfacheT Balken anzu- 
sehenden Kahmenstückee b. 

Diese Beziehung gilt auch zwischen a und c als 
Bahmenstücke. Legen wir nämlich an Stelle des einfachen 
Trägers von der ganzen Spannweite, für welchen als Haupt- 
system wir die Beziehung abgeleitet haben, den einfachen Balken 
von der Spannweite nur d -|- c als Hauptsystem zugrunde (Abb. 311) 
so erhalten wir bezüglich der Bestimmungsgleichung für Xn = 1 
keine Veränderung (Abb, 312), für X^ = 1 im Endergebnis eben- 
falls keine Veränderung, nämhch (Abb. 313) 





-^4-4^-«.4 


al80 








für Z,= 


1 aber (Abb. 314) 



J a-\-c c J 
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Abb. S18- _ 


- 




, I>ie zusätzliche Elastizitätsbedingung lautet also ein- 
facher : 

Für die Belastung des Rahmens mit der -J^ - fachen 

Momentenfläche ist der rechte wie für einen einfachen 
Balken berechnete Auflagerdruck eines Bahmenfeldes 



□ igilizedby Google 



294 

auf eine Zwischenstütze gleich dem ebeoso berech- 
neten negativen linken Äuflagerdruck des anschließen- 
den Rahmenfeldes. 

HinBichtlich der eintretenden Formänderungen bringt die 
behandelte Beziehung ledighch die Gleichheit zwischen den beiden 
Winkeln zum Ausdruck, welchen die Tangente an die elastische 
Linie über der Zwischenstütze mit der Rahmenachse beiderseitig 
der Stütze bildet. BekanntUch ist (vgl. S. 30) nach Abb. 3IB 

F-i d _ F-S 



6 = 



E-J' 



l 



'lE-J ' 



d. h. der Verdrefaungswinkel eines beliebig belasteten und beÜebig 
geformten Stabes von der Stätzlänge l gegen seine ursprüngliche 




Lage am Auflager ist gleich dem Auflagerdruck des unter der 

■=i — ^-fachen Momentenfläche als „Belastung" stehenden einfach 

gelagert anzusehenden Trägers von der Länge l; wir erhalten also 
in beiden Gleichungsseiten den Ä-y^, -fachen erwähnten Ver- 
drehungswinkel. 

b) Für mehr stielige Gelenkrahmen mit steif an- 
geschlossenen Stützen erwies sich die Gültigkeit der Elastizt- 
tät«bedingung 1 sowohl für jedes einzelne Rahmenfeld als jeden 
durch Zusammensetzung zweier oder mehrerer Rahmenfelder dar- 
stellbaren einfachen Einzelrahmen (Kapitel XXIII, Ziffer 3). Die 
unter a) behandelte zusätzliche Elastizitätshedingung erfüllt sich 
auch hier zwischen zwei benachbarten Rahmenfeldem (vgl. 
Figurenreihe 316—32!}. 
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c) Für den in den Endlagern eingespannten Rah- 
men mit Pendelzwischenstützen erfüllten sich Elastizitäta- 
bedingungen 3 und 4 für den in den Endlagem ruhenden Rahmen 
und die besprochene zusätzliche Elastizitätsbedingung für jede 
Zwischenstütze (Kapitel XXXVI). Bei geeigneter Zerlegung (etwa 
für den einfachen Träger AE als Hauptsystem (Abb. 322) erweist 
sich auch für diese Rahmengruppe die Gültigkeit der besprochenen 
Zusatz-Elastizitätsbedingung für benachbarte Felder. Für eine 



.= I 



.^:^ 



durch die Auflager gelegt« Gerade läuft Elastizitätabedingung 3 
auf Bedingung 1 hinaus. 

d) Endlich erwiesen sich für den gelenkloBen mehrstie- 
ligen Rahmen die Elastizitätsbedingungen 3 und 4 als zu- 
treffend sowohl für jedes einzelne Rahmenfeld als für jeden durch 
Zusammenlegung zweier oder mehrerer Rahmenfelder darstellbaren 
einfachen Einzeh-ahmen (Kap. XXIII, Ziffer 3 und Kap. XXXVU, 
Ziffer 2). Auch die züsätzUche Elastizitätsbedingung trifft zu. 

e) Allgemeiner gefaßt lautet die zusätzliche Elastizit&ts- 
bedingung, bezeichnet als Elastizitätsbedingung 6: 

Für jeden in drei Auflager endigenden Stabzug ist 

die Summe der Auflagerdrücke der -^-fachen Mo- 
mentenflächen am Mittelauflager gleich Null>). 
3. Die zwei Omndgleiehungen der Elaetizitätsbedingimgen. 
Die Elastizitätsbedingungen 1, 2, 3 und 5 beruhen auf ein- 
und derselben Formänderungsgleichung, nämlich 

.=/i^-^' W.S.™, 

') Soweit bei dieser Auadrucks weise eine auf dem Mitt«lEtiel etwa \ot- 
handene Momentenflftche mit eingeschloseen eracheint^ ist zu beachten, daß diece 
beiden, im Mittelstiel zusammentreffenden Rahmenfeldem angehört und 
deshalb als zugleich positiv und negativ (Kap. XXIII, 3) keinen Beitrag für 
gedachten Auflagerdruck liefert. 
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Im Hinblick darauf, daß - -^- =(f (Jy) (vgl. S. 77) den Form-. 

änderungswinkei des Elementes da, M, den Abstand desselben 
von der Bezugsachse darstellt, sind die rechten Seiten der Elastizi- 
tätsbedingungen dann deutlich als Ausdrücke für die Verschie- 
bungen erkenntlich, die sich aus der Verdrehung aller Element« de 
auf der jeweiUgen Bezugsachse ergeben. 

Die Elastizitätsbedingung 4 entspricht der Grundgleichung 
M-ds 
EJ 
für den ganzen Stabzug der Gleichung 

Die fünf Elastizitätsbedingungen sind also aus 
zwei elementaren Formänderungsgleichungen, der für 
eine Verschiebung und der für eine Dreh-ung, er- 
wachsen. 

4. Gebrauch der Elastizitätsbedin^^ongeo tür Riehtigkeits* 
prütungen. 

Abgesehen von der in den vorangehenden Abschnitten allent- 
halben gezeigten Verwendbarkeit der so betrachteten Elastizitäts- 
bedingungen zur übersichtlichen Aufstellung der Bestimmungs- 
gleichungen statisch unbestimmter Größen — es seien dies nun 
. die Auflagei^ößen selbst oder die Eckmomente (vgl, Kapitel XXIII 
und XXIV, Kapitel XXV, Ziffer 4, Kapitel XXXVII, Ziffer 2) - 
besteht der besondere Wert derselben in ihrer allgemeinen Brauch- 
barkeit zur Ausführung von Richtigkeitsprüfungen in Unabhängig- 
keit von dem gerade eingeschlagenen Berechnungswege. Hiet . 
handelt es sich um die Anwendung der Elastizitätsbedingungen 
g^ebenenfalls gleich auf die vorÜegende Gesamtmomenten- 
lläche^)"; sie wird nach dem Grade der Übersichtlichkeit der Fläche 
mehr'oder weniger leicht durchführbar sein^ am leichtesten bei 
geradlinigem Verlauf derselben (vgl. Beispiel 2, Kapitel XXII). 
Die bekannten Gleichgewichtsbedingungen ^V=0, ^H = 0, 
y^-M = für die äußeren Kräfte ergeben für jede Anwendung der 
Elastizitätsbedingungen zweckdienliche Ergänzungsgleichungen. 

^) Siehe auch Fußnote 1, S. 215. 
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Mehrstielige 

Kahmen unter Zugrundelegung statisch 

unbestimmter Hauptsysteme. 

Kapitel XXXIX. 

Der Zweigelenkrahmen als Hauptsjstem (Beispiel der 
Berechnung eines Dachrahmens mit einer Pendelstütze). 

Einleitnng. 

Das System Abb. 323 soll als Bahmen mit zwei Fußgelenken 
bei A mid B und einer Pendelstütze bei C ausgebildet werden. 
Ale statisch unbestimmte Größen werden der Horizontalechub X, 
und der Druck auf die Pendelstütze Xj eingeführt. Die Reak- 
tionen Pi bis P4 der Pfetten ergeben einschließlich Eigengewicht 




des Rahmens- nach überschlägiger Berechnung die in Abb. 323 
eingeschriebenen Großen. Die Lasten P^ und P4 beanspruchen 
nur die Stützen A, B und G auf Druck und kommen also für 
die Rahmenberechnung nicht in Frage, da die Normalkräfte un- 
berücksichtigt bleiben sollen (wohlgemerkt für den Rahmen an 
sich). 



□ igilizedbyGoOgICl 






Tafel I (gehörig zu Kapitel XXXIX, S. 298). 
sngenschmtt c-d 
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Die Berechnung des Rahmens ist so ausgeführt, daß das 
zweifach unbestimmte System zunächst auf ein einfach un- 
bestimmtes zurückgeführt und dieses dann zur Ermittlung 
von Xi, als Hauptsyatem 'angesehen wurde (sogenanntes Ver- 
fahren mit statisch unbestimmtem Hauptsystem}. 

Ks mag hier gleich der eventuellen Meinung entgegengetreten 
werden, als könnte man beim Vorhandensein mehrerer statisch -- 
unbestimmten Größen eine nach der anderen ausrechnen. Das 
ist unmöglich, da in jeder einzelnen Bestimmungsgleichung alle 
unbestimmten Größen zugleich auftreten. Das Hier angegebene 
Verfahren hat mit dieser irrtümlichen Auffassung nichts zu tun; 
es eignet sich eigentlich auch nur für den Rahmen mit einet 
. Mittelstütze und soll lediglich einen derartigen Berechnungsgang 
veranschaulichen. 

Die Berechnung erfolgt in folgenden drei Abschnitten; 

1. Bestimmung von Xg infolge der Lasten P^ und P^ für 
den Rahmen ohne Mittelstütze und der Momente hierfür. 

2. Ermittlung von X^ . 

3. Berechnung der endgültigen Größe von X^ und der lot- 
rechten Auflagerreaktionen A und B im fertig zweifach 
unbestimmten System. 

4. Zum Schluß Aufstellung der endgültigen Momentenfläche. 



Allgemein 



Lotrecht« Belastnng. 
1. Rahmen ohne Hittelst&txe. 



wir wählen J, = J,, also v für alle Rahmenteile = 
Nennergröße : 



Stab 


^ 


- 


H 


h 


Ä' 


Ä> 


B^ + B-h + h^ 


»•<p 


AC 
CE 
SF 


1 
1 


1.5 
4,0 
5,6 


1,5 

5,0 

6.0 




1,5 

5.0 


2.25 
25.0 
36.0 




?.25 
25,0 


2,25 
34,75 
91,0 


3,38 
139,00 
509,00 
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ZSMergröße : 



Stab 


V 


r. 


/ 


vF,-f 


AG 


1 










CE 


I 


A .4,0 15,4 = 30,8 


1.5 + 3,6 .-| = 3,83 


118 


EF 


1 


15,4. 2,8 = 43,2 


5,25 


226 






26,4 . 2.8 = 74,0 


5,75 


425 






s = 15.4 


,5,00 4- 0,50 . -| = 5,33 


S2 









^.Äomit ^Fal- 11 = 2-851 = 1702 




= +3,9 t. 



Abb. SZ*. 

Demnach „ „ 1702 

^0 = £(,= 7,70 t. 
Abb. 324 veranschaulicht die resultierende Momentenfläche 
für die Vertikalbelastung ohne Mittelstütze. 

3. Ermittelung des Stflizendrucbes A^. 
a) Bemerkungen über den Berechnungsgang. 
Um die weitere Berechnung möglichst verständlich 
zu machen, seilen hier kurz die Gleichungen, mit welchen wir 
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bisher gearbeitet haben, wiederholt werden. Für da« vor- 
liegende, einfach unbestimmte System waren wir ausgegangen 
von 'der Grundgleichung: 

J EJ ~J" E-J 

■ Xg-da 
E.J^ • 



_fM,-M,-da _ ( Ml-l 
^1 E-J' J E. 

r M,-M,ds 
1 E-J 



^" j'Mi-d. 

J E-J 



oder auch mit E und J konstant 



_ l M.-M,-d s 
"~ / Ml - da ■ 



Oder wir setzten von vornherein 

M = M,-X,-y und M,- - 
und erhielten damit 



j dM 
\dX. ' 



„ ^ n-y)-lM,-X.-y)-d a 



E-J 



[Mg- y-da , fX,-y'-da 
1 E-J "•"./ E-J ■ 

tantes E und multipliziert mit </„, 
0-E-J„ = —jv-Mg-y-d3-irX,-jv-y^-da, 



Für konstantes E und multipliziert mit J^, wobei -"- 
erhielten wir: 



woraus 

" ~Jy*-v-da 

Mit diesen Formeln haben wir bisher den Zweigelenhrahmen 
behandelt, und wir betrachten von nun ab die zuletzt (ge- 
wonnene Momentenfläche als .äfo-Fläche. Somit erhalten 
wir wie vorher 

flit- M-da fM,-{M,-M,-X,)-da 
I E-J ~J ' E-j 

„ [M,-M,-da ^ rm-da 
""J^WTJ ^'j-ETj- 
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und daraus 

fM^- Mo -da 

Ai, = —- 7i-,r, -j oder auch = ->■ — j-^jr. — = . 

CMi-ds fJifi-ds 

Die Integrale der letzten Formel müssen wir nun auswerten 
und zum Schluß bedenken, daß das wirkliche Moment 

M = Mo-MfXt 
beträgt und daß auch die wirkliche Aufl^erreaktion 

Ä=Aa-A^.Xt 
und schließlich der wirkliche Schub 

H = Ho-Hi-Xt 
wird. 

Ml,, At und H,, beziehen sich in diesen Gleichungen auf den 
Zustand Xi,= — \.- < • ■ ■■■■■-_■- .'■■ , ■■■' \ - ■■ .--, M'.,vrt<, w --• 
DerNenner dürfte keine Schwierigkeiten bieten. '"'' 'i "- 

b) Belastung mit ^6= — 1. 

Wir belasten jetzt das System mit Xi,'= — 1 , wod^l^ch 4--Mo- 
mentenflä£hen entstehen, und in der Gleichung M = Mq — Mi, ■ Xt, 
das zweite Glied auf der rechten Seite sich tatsäcUich abzieht, 
was dem Sinne entspricht, daß die Momente infolge der Mittel- 
stütze verringert werden. 

Schreibt man die Gleichung M = Jf« -|- M,, ■ X^, so bedeutet 
das +-Zeichen algebraisch eine Subtraktion, und wir müßten, »im 
praktisch dasselbe Resultat zu erreichen, die Fläche für Xi, =+ 1 
zeichnen, was negative Momente ergeben würde. 

Wk erhalten (Abb. 325): 



A, = Bt = 


^;Jfr=-0; 


"«-+i 


■2- 1,0 mt; 


^'=+2 


■ 7,5 = 3,75 mt; 


^"- + \ 


■4,0 1,0-2(111'; 


*■.,= + 1 


5,6 = 5,6 tm'; 


]'..-+\ 


■5,6 -2,75 = 7,7 Im 
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/o, = 1,50 + — • 3,50 = 3,83 m ; 

/o, = 5,50m; /o. = 5,0+ |-l = 5,66m. 

^Fo ■ / = 2 . (2,0 ■ 3,83 + 5,6 • 6,5 + 7,7 ■ 5,66} = 163,92 tm», 
eomit 




Infolge der Belaetung X(,= — 1 entstehen also die lotrechten 
Beaktionen + — und der Horizontalschub X'a= + 0,378 t, femer 
die Momente >■ . ' ■ ' ' ''*■'" 

Md^ — 0,3'V8 ■ 1,5 = - 0,567"int 

Mb= —0,378-5,0= — 1,89 "„ 

Jtfj.= —0,378-6,0= — 2,27 „ 
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Die reHuItierende Momentenfläche für diesen Belastungs- 
zustand ist auf der rechten Seite des Stabzuges (Abb. 32S) auf- 
getragen. 

C-) Auswertung der Bestimmungsgleichung. 
Nach diesen zwei Schritten haben wir nun die oben gegebene 
Bestimmungsgleichung 

jM^-_M,.d8_ 
"' ""fMl-ds 
auszuwerten. 




Die unter dem Integral stehenden Momente M^ des statisch 
unbestimmten Hauptsystems und J/j desselben für die Belastung 
Xt,= — 1 haben wir in den Torhergehenden Schritten gewonnen. 
Der Zähler der Gleichung besagt nun, daß die Summe aus allen 
Produkten Mg • Mi, • ds gebildet werden soll. Angenähert be- 
deutet das: 

Es soll die Summe aller Produkte gebildet werden aus einer- 
seits einem Flächenstreifen M^ • ds und andererseits dein in dem- 
selben Flächenelement wirkenden M^ (Abb. 326). Diese Arbeit 
geschieht in der nachfolgenden Tabelle (S. 305) nach der Formel 

welche eine Annäherung zu der obigen Formel darstellt, und 
wobei man die zugehörigen J x entsprechend der Einteilung 
nimmt, die wir in Abb. 324 durch die Buchstaben F, 0, N, M, 
L, K, E, J, H, G, D gekennzeichnet haben. Natürlich führt 
man überall dort, wo eine Integration keine Schwierigkeiten 
macht, diese durch. 

Nach der Tabelle ergibt sich: 
y _87>31 
' 6,446 



= rd.5,0t. 
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3. Endgültige QrAße tod X^ und der lotrechten AiiliageFreaktlonen A und R 

(vgl. Abb. 327). . 
Mit diesem Stützendruck X,, ergeben sich alle endgültigen 
Größen, die ja, wie bekannt, nicht nur von X^, sondern auch 
von Xb abhängen, wie folgt: 

1 



- 3,9 - 0,378 . 5,0 = + 2,0 1 . 



= B = 7,70 — -- ■ 5,0 = 5,2 t. 




Das Minuszeichen deswegen, weil der Stützendrack Xt die um- 
gekehrten Reaktionen hervorrufen muß wie die Belastung. 
Jtfa =-5,85 -(-0,567 -5,0) = -3,0 mt 
JJfj = -4,0 -(-0,89 ■ 5,0) = + 0,45 „ 
*'■ J»f« = + 5,0 — {0,25-5,0) = + 3,75 „' 

Jfj, = +3,0 — (1,48-5,0) = — 4,40 „ 

4. Endgültige HomentenUSehe und lUehttskeitsprflIung. 
In Abb. 327 sind die endgültigen Reaktionen und Momenten- 
flächen für die lotrechte Belastung dargestellt. Wir können jetzt 
zur Probe für einen behebigen Punkt der Rahmenachse die Mo- 
mentengleichung Unks oder rechts vom Schnitt aufstellen und 
müssen das soeben erhaltene Moment herausbekommen^). Es er- 
gibt sich für Punkt F: 

Mj. = 5,2 • 7,5 - 3,7 - 5,5 - 4,0 ■ 2,75 - 2,0 • 6,0 = — 4,4 mt . 

*) P^n anderes, allgemein gültigee Verfahren für Richtigkeitfprufnngen 
siehe Kap. XXXVm. Zifier 4, Seit« 297. 
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Wagerecht« Belastung. 
Wagerechter Winddruck von 150 kg/m* bei 5 m Binder- 
entfemung. Abb. 328 stellt die JW^-^äehe für den Rahmen ohne 
Mittelstütze dar. 

Der Nenner bleibt wie vor ^ = 434 m*. 




Bildung des Zählergliedes: 
Stab 

»^^.(.,a..o,o.).M 

Ml.(5,0--l,5.V*''' 



Stab 
DE 



FE- 
E'D' 



» ■■!, 



3,5 



0,75 



= — '0,47 
= - 66,40 
= — 352,00 






>.-M.(,,5H.|.3.50) .- ,3,75 




1,8-5,6.5,50 = — 55,40 




(6,75-W)-5,6.^^_„_^2.j„^ 78,20 
W'> + ^2.'). 5,6. 5,49 629,42 


Drei- 
ecks- 
und 


6,75-4,0-3,25 =— 87,70 
i20.1r_«£?)-i£.(,,5+|.3,5) = -,06,80 


Trapez- 
flächen 


'^Ä^.,5 





2^<,/-»= - 1395,51 tm>. 
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Demnach 



Anmeiko 
welchen zuerst e 



;. Weiter gerechnet wird mit dem Wert H^ — — 8,15 i, 
j Berechnung vetmittelst Rechenschieber ergeben hatte. 




In Abb. 329 ist die hiermit erhaltene Momeutenfläche mit 
der ^o-Fläche kmnbiniert und in Abb. 330 in einem größeren 
Maßstab auf die Bahmenachee übertragen. 

Diese Momentenfläche betrachten wir nun wieder als M^- 
Fläche zur Bestimmung von JC^ nach der Gleichung 

jM\ ■ ds 



X,= 
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Der Nenner wurde in der Torhergehenden Tabelle schon berechnet 
und ergab +5,445. 

Bildung des Zählergliedes. (NB.: Man wird sich die Rech- 
nung wesentlich abkürzen können, wenn man die Anzahl der Teil- 
stücke geringer annimmt; allerdings leidet darunter die Genauig- 
keit.) 




Die Berechnungen S. 309 und 310 liefern : 

j.Mo-SIb-dx^-2Q,32 + 10,15= -10,17 
JMI •dx= + 5,445 + 5,445 - + 10,890 
und wir erhalt«n für 

- 10,17 



Jt» — 



10,8 



-0,9 



Hiermit ergeben sich folgende endgültigen Größen (Abb. 331): 
i„„ = — 3,15 — [0,378 ■ {— 0,935)] = — 2,796 t 
Xh, = 4,50 — 2,796 ^ + 1,704 t 

A^ = —0,90 — —-(—0,935) =— 0,433 t 



B, 



-- +0,9 



1 



(- 0,935) 



= + 1,3( 



so daß die rechte Reaktion +1,368 t der linken und mittleren 
mit — 0,433 — 0,935 = — 1,368 das Gleichgewicht hält. 
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Md = + 3,88 - (- 0,567)- (- 0,935) = + 3,35 mt 
Md' = — 2,03 - (- 0,567) . (- 0,935) = — 2,56 „ 
Mb = +4,58,— {—0,89){— 0,935) = + 3,75 „ 
JUb- = — 4,95 — (— 0,89) (— 0,935) = — 5,78 „ 
^u = + 1.45 - 0,25- (— 0,935) = + 1,68 „ 

3f„-=-3,2 -0,25- (-0,935). =-2,96 „ 

Mr -= — 1,35 ~ 1,48 ■ (— 0,935) = + 0,03 „ 

-Mßfl= +4,45 -(-0,64). (-0,935) = + 3,85 „ 
-^0H= +5>42 — (- 0,71) -(—0,935) =+4,75 „ 
■*'flj= + 5,34 -(-0,781. (-0,935) =+4,61 „ 
Jf_,5:=+ 5,30 -(-0,85) -(-0,935) =+4,50 j, 



Die Richtigkeit der Rechnung wird erprobt durch eine Nach- 
rechnung der Momente lediglich mit den Reaktionen und direkten 
Lasten ; so wird z. B, : 

3f g = + 2,796 - 5,0 — 0,433 ■ 2,0 — 0,75 . ' »= 3,75 tm 
Mb- = - 1,704 . 5,0 + 1,368- 2,0 = - 5,78 mt 

Mp (von rechts) = - 1,704.5,0+ 1,368.7,50^ + 0,03nit. 
In Abb. 331 sind diese Größen dargestellt und in Abb. 332 
mit den durch die lotrechte Belastung hervoi^erufenen zusammen- 
gestellt. 

Bemessnng. 
■ a) Für den Ri^el EF bzw. E'F tritt das größte Biegungs- 
moment im Punkte M (unter der Einzellast) auf und beträgt 
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+ 5,43 mt. Um die in diesem Querschnitt auftretende Normal- 
kraft zu erhalten, müssen wir alle vor diesem Schnitt wirkenden 
Kräfte in die Längs- und Querrichtung des betreffenden Stabes 
zerlegen (Längs- und Querkraft). 
Wir erhalten: 
durch die Reaktion A 

4,767 ■ sin 10° = 4,767 ■ 0,1736 =-+0,825 t 

durch den Horizontalschub S 

0,796 . cos 10° = 0,796 • 0,9848 = — 0,785 t 

durch die lotrechte Belastung P, 

3,75 ■sinl0° = 3,75 -0,1736 = —0,650 t 

durch die wagerechte Belastung (Wind) 

0,75- 5,5 -cos 10° = 4,12-0,9848 = -f 4,060 t 
somit Gesamtnormaldruck JV = + 3,450 t 



Exzentrizität in Bezug auf die Mittellinie als Achse*) 

_M _ 5,43 
^^ JV ^3,450 

Da nun je nach Art der Belastung auch auf der Außenseite 
des ßiegeb Zug auftreten kann, so ist eine doppelte Armierung 
erforderlich. Zugrunde gelegt sei der in Abb. 333 gegebene Quer- 
schnitt mit 7 (D 16 mm auf der Innen- und 3 CD 16 mm auf der 
Außenseite. 

>) Vgl. K»p. XVItt. . 
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X berechnet sich nach der kubischen Gleichung •) zu rund 
20,3 cm, somit 

3450 



■tf--*>-li 



= 3 1,5 kg/cm« 



oi = 15 ■ 31,5 ■ 1^4 = 389 kg/cm' 



20,3 " 

D^ + D.-Z.^N 

9600 kg 



zusammen 1189& kg 
= 600-14,07 = 8450 



Rest 3440 kg 

b) Für den Riegel DE bzw. D'E' beträgt das größte Biegungs- 
moment — 5,56 mt, \md zwar direkt auf der Ecke. Nun werden 
aber in der Regel diese Ecken immer etwas verstärkt, weshalb 
wir hier den eigentlichen Riegelquerschnitt im Abstand von 80 
bis 100 cm von der Ecke entfernt der Berechnung zugrunde legen; 
das Moment beträgt dort rund — 5,5 mt. 

Als Normaldruck für diesen Querschnitt ergibt sich; 
durch die Reaktion .6 

6,568 ■ sin 60°-= 6,568 ■ 0,866 = + 5,75 t 
durch den Horizontalschub H 

3,704-cos 60° = 3,704-0,5 = + 1,85 t 
Gesamt-Ä^ = + 7,60 t 
Exzentrizität 

M 5,50 
^ = >--7T6Ö- = ^'^2^'"- 

Da das größte positive Biegungsmoment für diesen Ri^el 
den Wert +4,5 mt erreicht, so wählen wir unter Beibehaltung 



') Schlüter, „Eisenbetonbau", Säule und Balken, Anzeige i 
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desselben Betonquerschnittes wie oben beide Eiseneinlagen gleich 
groß, also fe = fe'=T (D 16 mm, x beträgt rund 20,2 cm, demnach 

'"»O =38kg/c„. 



" 30 


:|o^ + i£_i^.,„,._.„, - 


0,= 15- 


38. -g|- = 730 kg/cm* 


öi = 15 


■^^■W^*^^^^"""'- 


Kontroll 


^' A = 38,0-^-30= 11500 kg 




D,= 456- 14,07 = 6400 




zusammen 17900 kg 




Z, = 730- 14,07 = 10300 



Rest 7600 = N. 

a) Für die Pfosten A D bzw. BD' beträgt das größte Biegungs- 
moment im Abstand von 50 cm vom Punkt D' etwa — 3,6 mt 
und der Normaldruck N = -^ 8,068 t. Praktischerweise wählen 
wir denselben Querschnitt wie für den Riegel. Znm Schlüsse 
wären dann noch die Schubsicherheit des Riegels zu prüfen^). 

d) PendelBtÜtze: Der größte Druck beträft 9,0 t, und zwar 
ohne Windbelastung (siehe Abb. 327). Als Querschnitt sei ge- 
wählt 25/25 cm und 4 CD 16 mm, je = 8,04 cm» 
9000 



"6 = 

, s-P-l" 10-9000-6Ö0« 



■ E 10-140 000 



= 23200 cm* 



J,„j,. =-.2"+ 15- 8,04- 10» = 55550 cm*. 

e) Der Horizontalschub wird durch die unter dem Rahmen 
befindlichen Deckenbalken aufgenommen und diese müssen daher 
eine entsprechend verstärkt« Eiseneinlage erhalten. Empfehlens- 
wert ist es auch, einige Eisen direkt in die Deckenplatte zu ver- 
legen und diese strahlenförmig anzuordnen. Ein klares Bild über 
die Verteilimg jmd Aufbiegungen der Eisen sowie über die ein- 
zelnen Details gibt Tafel I. 



') Alle mit dem Nachweis der Schubsp&nnungon in Verbindiuig stehenden 
Frttgea behandelt erschöpfend das Büchlein: „Die Scbubaich^rung der Eisen- 
botonbalkep durch abgebogene Hauptarmierung und Bügel" von H. Sohliiter, 
Verlag Heim. Meusser, Anzeige am Schlu0. 
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Kapitel XL. 

Der durchlaufende Träger als Hauptsystem (Ermittlung 
von Elnftußlinien für den Zweigelenkrahmen mit auf- 
gelagerten Kragarmen). 

Wir kommen in diesem Kapitel zu grundlegenden Betrttch- 
tungen über ein zur Berechnung statisch unbestimmter Steif- 
rahmen- und Bogenstellungen sehr übersichtUches und einfaches 
Verfahren, bei welchem der durchlaufende Träger als statisch 
unbestimmtes Hauptsystem zugnmde gelegt wird. Ich stütze 
meine Ausführungen, die sich im übrigen unserer bisherigen Be- 



n 



iiiiiiiiiMiiiN NiiiiHim »iiiiiiijiiiiiiliiii imiii^iiiiNniiii im 



17 



"ijniii m 



rechnungsweise eng anschließen, auf die entsprechenden Ver- 
öffentlichungen von Dr.-Ing. Karl Arnstein (Beton u. Eisen 

1912, Heft XIII, S. 300) und Wilh. Metzer (Beton u. Eisen 

1913, Heft I, S. 20) und möchte damit zur verständnisvollen Be- 
nutzung der von Dr.-Ing. K. Arnstein in Beton u. Eisen ldI3, 
Heft XI ujid XII vorgeführten einfachen Lösungswege für die 
Gewinnung von EinflußÜnien statisch unbestimmter Steifrahmen- 
und Bogenstellungen über zwei, drei und vier Öffnungen, die be- 
sonders für den Brückenbau von Wert sind, beitragen*). 

Das in Abb. 334 dargestellte System ist dreifach statisch 
unbestimmt. Legen wir den durchlaufenden Träger als Haupt- 
aystem zugrunde (Abb, 335), was gestattet ist, sobald wir eins 



■) Bcacht« Berichtigungen 
Heft XIV/XV, S. 207. 



L dieeem Aufsatz i 



Beton 



1916, 



N. 
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der beiden Gelenklager der Stützen durch ein RoUenl^er er- 
setzen, so haben wir es nur noch mit einer statisch unbestimmten 
Größe, nämhch dem Horizontalscbub H an den Stützenfüßen zu 
tun, der seinerseits das Mittelfeld des durchlaufenden Trägers 
mit dem Momentenrechteck M = H ■ h belastet (Abb. 336), genau 
so als handle es sich zunächst um gleiche Belastung eines ein- 
fachen Trägers mit abhebbaren Endaaflagem (Abb. 336). Wir 
hätten dann wie stets das gewählte Hauptsystem 1. unter dem 
Einfloß der Belastung P und p und 2. unter dem Einfluß der 



J* *_ 



statisch unbestimmten Größe, in diesem Falle also unter dem Ein- 
fluß des von H herrührenden Momentenrechtecks zu betrachten, 
die zugehörigen Momente festzustellen und in Gleichung 



-, CM^-M-da 



einzusetzen, wobei Mg wieder den Einfluß von H =^ \, M das 
Gesamtmoment an jeder Stelle bezeichnet. 

Die Berechmmg durchlaufender Träger läuft auf die Ermitt- 
lung der Zusammenhangsmomente über den Stützpunkten hinaus 
(vgl. Seite 44 u. 90). Wir wollen hier auf die Bestimmung der- 
selben, soweit die ursächhche Belastung P und p in Frage kommt, 
nicht weiter eingehen. Zufolge des von der statisch unbestimmten 
Größe herrührenden Momentenrechtecks als Belastung erhalten 
wir, wenn wir , die durch H = —\ hervorgerufenen Zusammen- 
hangsmomente über den beiden Stützen mit f, und t, bezeichnen, 
nach Ciapeyron (Abb. 337) 



1. 



22 


■ 
j 






+ 1, 




-6Ä, 
' J,.l, 
-DL, 


-6. 4. II 

-6.*.!| 
J,-l,-2 






J> 
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Hierin Bind Äj und L^ die statischen Momente de« zu jff = — 1 
gehörigen Momentenrechtecks über dem Mittelfelde bezt^en auf 
die rechte bzw. die linke Auflagerlotrechte dieses Feldes. Wir 
erhalten aus den beiden Gleichungen 





1*1 


3Ä 


■]^£+^^) 



Ih' 






h_\(h 



= ß-h. 



' JJ 



Abb. 337 zeigt die zur Belastung des Mittelfeldes durch das 
Momentenrechteck gehörige Momentenfläche des durchlaufenden 
Trägers. Ein Irrtum wäre es also anzunehmen, als stände nur 
das Mittelfeld unter dem Einfluß der statisch imbestimmten 
Größe H. Das System des durchlaufenden Triers setzt voraus, 
daß Verschiebungen der Stützpunkte nach oben nicht stattfinden 
können (vgl. Seite 43); wenn daher am Balken über den 
Stützpunkten Momente angreifen, so müssen die Endfelder ebenso 
ausbiegen wie das Mittelfeld. 
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Di© Moment« M^ in unserer Hauptgleichung wären numnehr 
(für H= -\) 



in «j = — Ä ■ ^ -j'- , 

, , ig — Xj . „ 3:j 
ui aig = A — A ■ (X -=-j — - —h-ß- -y- , 

in den Stielen = y. 

Bezeichnen wir nun mit ?j,, 1J2, 1J3 die im statisch unbestimm- 
ten Hauptsystem dorch die äußeren Kräfte allein an den Stellen 
*ii ^2, «3 "^er ersten, zweiten und dritten Öffnung hervorgeruffnen 
Momente, so ergeben sich die enc^^ltigen Momente 
M ='Mo-Ma-H zu 



m. 


-ii 


-H 


h 


a- 


l,' 


M, 


= 18 


-B 


h 


ß- 




M, 


= Va 


+ H 


h 


-H 





Aus der Hauptgleichung gewinnen wir bei Einsetzung dieser 
Werte und der Durchführung der Integration für alle fünf Stab- 
teile einen Ausdruck für die statisch anbestimmte Größe H, der 
sich dann noch geometrisch deuten läßt. 

Wir kommen indessen zu einer wesentlich einfacheren 
Lösung mit Hilfe der Einflußliniengleichung für den 
Horizontalschub. Wir haben bereits in den Kapiteln XI, 
XU und XIII, auch Kapitel XXX, S. 245 und XXXI die Be- 
rechnung von Gleichungen für die Ordinalen der Einfluß- 
linien mit Hilfe einer wandernden Last 1 kennengelernt, ver- 
weisen aber für den vorliegenden Fall, besonders soweit derselbe 
eine Grundlage zur Behandlung schwierigerer Rahmen- 
und Bogenstellungen darstellen soll, auf den im Kapitel VI 
des zweiten Teiles dieses Buches*)' besprochenen und aus dem in 
Kapitel IV desselben Teiles behandelten Maxwellschen Satze 
folgenden Grundsatz, daß die Biegungslinie für die Größe 
X = 1 auch die Einflußlinie für die Größe X darstellt 
und die Durchbiegung am Angriffspunkt der Größe 

') 1. Auflage, übor Neuerscheünmg dieses Teils siehe Vorwort. 
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X=l selbst' der zur Einflußlinie gehörige Re- 
duktionsfaktor ist. 

Demnach hätten wir einfach unser Gebilde mit H = 1 zu 
belasten, die zugehörigen Stützenmomente f, und f, ^^ ^~ 
nutzung der oben entwickelten Gleichungen zu berechnen und 
zu der zugehörigen Momentenfläche des durchlaufenden Trägers 
(Abb. 337) als Belastungsfläche*) die Biegungslinie rechne- 
risch oder zeichnerisch zu bestimmen*}; die Ordinaten der- 
selben stellen dann unmittelbar für jede beliebige 
Last I, multipliziert mit dem Beduktionsfaktor, den 
zugehörigen Horizontalschub H dar. 

Wir erhalten also mit den Ordinaten der Biegelinie jj und dem 

Reduktionsfaktor fu^-—=- = N^), (wobei wir die %u H = l ge- 
hörigen Momente mit u bezeichnen) 



N 

und M -m~H-u, 

worin SOI das Moment aus dem Hauptfalle (hier der kontinuierliche 
Träger über drei Felder) darstellt. 

Die Ordinaten der Einflußlinie tj bestimmt man am 
einfachsten rechnerisch, wenn das Trägheitsmoment innerhalb der 
einzelnen Felder unveränderlich ist. Man find^_^für das End- 



''•■'/.' 2 ■ 3 ] A^ 



6.N ili \lj 



') Siehe Kapitel I des zweiten Teiles, I. Auflage. 

') Für die Konstruktion der Biegelinie oder — wenn man rectiDerisch 
vorgehen will — - Ausrechnung ihrer Ordinaten haben wir ee nur noch mit drei 
einfachen Trägern von der Stützweite ',, I,, I, zu tun, da die Konti- 
nuität schon in der BelostangsBäche berückeicht-gt iat, für die wir die Biege- 
linie zeichnen oder berechnen. 

') Der in Kapitel VI des zweiten Teiles (1. Auflage] mit d„ bezeichnete 
Reduktionsfaktor der EinfluBlinie ist der uns wohlbekannte Nennerwert unserer 
aus der Hauptgleichung folgenden BefltimmungEgteichnng für H: 



□nd der dort mit ^m oder 4„ für die Last 1 oder SP ■ d^ für mefirere Lasten P 
(vgl. Kapitel VTH des zweiten Teiles) bezeichnete Zfthlerwert gleichbedeutend 
mit dem Zählerwert imserer Gleichung für ff. 
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für das Mittelfeld ebenso (vgl. Abb. 338) 

Die Beziehung für das Feld l^ folgt aus jener für l^ , wenn man (^ 
durch t^, li durch i, ersetzt. 

Der Nenner N kann als doppeltes, auf die Stabachse be- 
zogenes statisches Moment der zu // = 1 gehörigen Momejiten- 
f lache des kontinuier heben Trägers bezogen auf seine eigene 
Achse sowie der Stiele auf die Gelenkachse ermittelt werden zu 

■^"s'' J, +3'^ J, +3 y, t«. + «> + «f«^)+ 3 j^ ' 
worin, algelyaisch addiert 

St^h + tf 

Das Moment u ist 

im Ständer u = y 



im Mittelleid ! 


,:«-»i- 


l, — X, X 


im Felde l 


it«= — 


''■f 


im Felde ( 


i"=- 


''■X- 


Beispiel: I 


. = '.= 


h-l 


J 


,-J,- 


J, = Jt, 


dann wird 

<■ = 


(. = ( = 


-1" 


<.,= 


.,=.= 


+1' 




ff = ; 


-a+l) 


die Ordinaten der Einfiußlinie für H 


im Endfeld 


h 

'=-10- 




im JCttelteld 


h 


.fl-x-^'). . 
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Die Einflußlitiie zeigt dann etwa den in Abb. 339 dai^estellten 
Verlauf und wird in bekannter Weise benutzt. 



1 ^^%^^^' 



Dasselbe System mit Einspannung der Stiitzenfüße 
behandelt in anschaulicher Weise ein Aufsatz von Ing, Spiegel 
in der' Zeitschrift „Der Brückenbau", Heft 12, 1917, S. 91 u. f. 

Kapitel XLI. 

Konstraktive Einzelheiten zu den Abschnitten der mehr- 
stieligen Rahmen. 

Rahmen der in Kapitel XL behandelten Art sind haupt- 
sächlich da in Anwendung zu bringen, wo ea sich um Übertragung 
von Seitenkräften auf unterhalb des Balkens liegende Stützpunkte 
handelt, auch da, wo durch Bah men Wirkung die Verminderung 
der Biegungsmoment« einer größeren Öffnung erzielt werden soll, 
also hauptsächlich im Brückenbau. Haben die Felder alle gleiche 
Länge und annähernd auch gleiche Belastung, dann wird die Ver- 
spannung der Säulen mit den Balken überhaupt zwecklos, sofern 
nicht Seitensteifigkeit verlangt wird; der Momentverlauf ent- 
spräche dem des durchlaufenden Trägers auf Pendelstützen. Bei 
mehrfeldrigen Tragsystemen genügt oft der steife Anschluß zweier 
Stutzen, um die erforderliche Seitensteifigkeit des ganzen Systems 
zu erzielen. 

Die biegungsfeste Verbindung der Mittelsäulen mit dem 
Längsbalken erschwert naturgemäß die konstruktive Durchbildung 
des ganzen Systems. Je kleiner das Trägheitsmoment des Stützen- 
querschnittes ini Verhältnis zu dem des Balkens ist, um so mehr 
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nähert sich die Konstruktion der Wirkung nach dem kontinuier- 
lichen Träger auf Pendelstützen und der Balken erhält nur geringe; 
unter Umständen übersehhare Momente von den Stützen. Bei 
wachsendem Trägheitsmoment des Stützenquerschnittes tritt eine 
merkliche Beeinflussung der Balkenmomente ein und man erhöht 
durch zu steife Stützen oft in unnötiger Weise die Momente des 
Balkens über den Stützen^). Praktische Erwägungen werden meist 
die Frage der zweckmäßigsten Bauart nach dieser Richtung hin 
beantworten. 

Bei mebrstiäligen Dachtonstruktionen genügt die Verwendung ■ 
von Pendelstützen meist schon aus dem Grunde, weil die Seiten- 
kräfte schon in den Endauflagem der Rahmen übertragen werden. 
Dasselbe trifft für mehrstieUge Hallenkonstruktionen zu und man 
wird dort auch nur dann steifen Anschluß der Mittelstützen herbei- 
zuführen haben, wenn die seitliche Belastung so groß sein sollte, 
daß die beiden Endstützen für ihre Übertragung der Querschnitts- 
bildung wegen nicht ausreichen. 

>} Beachte hierzu die FuBnote auf Seite 90 und den zugehörigen Absatz 
am Schluß von Kapitel V. 
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Höhere Grade statischer Unbestimmtheit 
imd ihr praktischer Wert. 

Kapitel XLII. 

Der Einfluß höherer Grade statischer Unbestimmtheit 
auf die Stärkeverhältnisse. 

In einem Aufsatz, überschrieben jiWelchen Einfluß übt der 
Grad der statischen Unbestimmtheit eines Systems auf dessen 
Querschnittsbemessung aus?"'), zeigt Dipl.-Ing. Kaufmann an 
dem Beispiel eines dreistieligen Kahmens mit geradem Querbalken 
die Vorteile der Einspannung in Lagerung und Verbindimg der 
einzelnen Kahmenstücke, soweit der Materialbedarf in Frage 
kommt. Es wird das Ergebnis erzielt, daß der Bedarf an Eisen 
für die in Abb. 340 dargesteUten Systeme I bis V sich verhält 
wie 100 : 90 : 94 : 86,5 : 86,5, wahrend der Bedarf an Betonmaterial 
fast gleichbleibt (100:97,5:103:102:100); die Massen der 
Mittelstiele wurden hierbei als ohne wesentlichen Einfluß auf das 
Geeamteigebnie nicht berücksichtigt. Hiemach liefert der zwei- 
fach statisch unbestimmte Rahmen das ungünstigste, der fünf- 
und sechsfach statisch unbestimmte dagegen das günstigste Er- 
gebnis, und zwar beträgt für den Eisenbetrag die höchste Ge- 
wichtsdifferenz etwa 14%. Ganz richtig wird hinzugefügt, daß 
man die Ergebnisse einer für einen bestimmten Fall durchgeführten 
Untersuchung nicht ohne weiteres verallgemeinern darf. Der Ge- 
danke, daß die bei dem Rahmen von geringsten Massen und von 
höherer statischer Unbestimmtheit erzielt« Materialersparnis ganz 
oder teilweise durch höheren Arbeitslohn aufgehoben würde, ver- 
anlaßt den Verfasser nur zu einem Banweis auf den monolithischen 
Charakter des Eisenbetons, der an sich schon die Ausbildung ge- 
lenkiger Anschlüsse erschwere. Demgegenüber ist aber zu be- 



») BeUin 11. Eiaen i.915. Heft XVII/XVIII, S. 255. 
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merken, daß die Armierung an den Stellen der biegungsfesten 
Anschlüsse für den Konstrukteur sowohl wie in der Ausführung mehr 
Arbeit macht als bei gelenkigen oder gelenkähnlichen Anschlüssen. 




Hinsichtlich der Belastungsart tritt der Vorteil höherer sta- 
tischer Unbestimmtheit bei seitlicher Belasttmg stärker hervor 
als bei lotrechter; soweit nur Windbelastung vorliegt, erscheint 
eine besondere Rücksichtnahme hierauf nicht geboten. 

Kapitel XLIII. 

Bas Erfordernis der Unterteilung größerer Rahmenwerke. 

Von anderer Seite betrachtet liege 
für die Beschränkung des Gradei 
bestjmmtheit vor, Prof. Dr.-Ing. Sauger spricht sich hier- 
über in einem Aufsatz ,, Fugen und Gelenke im Eisenbetonbau"' ^) 
in sehr zu beherzigender Weise aus*). Es wird zunächst auf die 

') Zeitschrift für Betonbau 1917, Heft 2 bis 6, anoh Sonderdruck, Corapaß- 
verlag Wien IX/4. 

') Nähere Einzelheiten über die zu berücksichtigenden charakteristiBchen 
Eigenschaften dea Betons besprach Prof. Saliger in einem Vortrag, gehalten 
im Österreichischen Ingenieur- und Architekten- Verein, Bericht darüber in 
Deutsche Bauzeitung, Mitteilungen 1919, Nr. 7: „Rißbildung im Kisen' 
betonbau wnd ihre B68chr6nkung." 



gewichtige Gründe 
der statischen Un- 
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durch Schwindung hOTVorgerufenen Eigenspannungen des 
Eisenbetons hingewiesen. Der Beton schwindet mit f ort - 
ßchreitender Erhärtung, verkürzt sich also, so daß in dem sich 
der Verkürzung widersetzenden Eisen Druckspannungen, im Beton 
selbst Zugspannungen hervorgerufen werden. Die Verkürzungen 
durch Schwindung (ä = 0,0002 bis 0,0004) entsprechen den Ver- 
kürzungen infolge Temperaturerniedrigungen von etwa 15 bis 35''C 
(vgl. Kapitel XLVI. Abschnitt III, Ziffer 5, S. 373, Z. 13 u. f.)>). 
Zum Vergleiche mit den bei Dfuc^pSnnungen auftretenden Ver- 
kürzungen sei erwähnt, daß eine Schwmctuhg um 0,0002 schon 
die gleiche Verkürzung hervorruft wie eine Druckspannung von 
40 kg/cm ä). 

In reinen Druckgliedem würde durch diese Wirkung eine 
Entlastung des Betons und eine stärkere Heranziehung des Eisens, 
im ganzen also eine statisch günstige Wirkung hervorgerufen 
werden. In auf Biegung beanspruchten Bauteilen werden da- 
gegen durch die Schwindung in der ^iÖgzone zusätzliche Zug- 
spannungen im Beton bei gleichzeitiger Entlastung der Eisen, 
in der Druckzone, wenn unbewehrt, zusätzliche Druckspannungen 
erzeugt werden. In der Zugzone muß also die Gefahr der ßiß- 
bildung wachsen. Wenn nur eine Seite des Querschnitts bewehrt 
ist, erfolgt dazu eine Krümmung des Tragteils nach der be- 
wehrten Seite, genau wie bei einseitiger Erwärmung. J jur die 
Verwendung wenig sehwindenden Zementes ui j jj Yer j u jei dung un- 
^(jtig fetter Mischungen erscheint als ein ■wirksames Gegegmittel 
gegen diese Eigenspannungen, wie denn überhaupt auf diese Er- 
scheinungen im Eisenbetonbau mehr Gewicht gelegt werden sollte 
als auf die Erzielung außerordentlicher Festigkeiten. 

') Die neueo preußischen Bestimmungen vom 13. Jan. 1916 bringen Vor- 
Schriften über die Berückeichtigung dos Schwindeinflusses in S 15, die Torschriften 
über Bauten in armiertem Beton, aufgestellt von der schweizerischen Kommission 
des Armierten Beton am 30. April 1909 in Artikel 5. Beachte hierzu femer die 
neue Verordnung betreffend Eisenbeton bauten auf den schweizerischen Bundes- 
bahnen vom 26. Nov. 1915, Artikel 1, Ziffer d. Diese Verordnung ist in Bot. 
u. Eisen 1916, Heft II/III und IV/V näher besprochen. Bei den einzelnen deutschen 
Eisen bahn Verwaltungen bestehen verschiedene Vorschriften über die Berücksich- 
tigung der Wärmeschwankungcn ; Angaben darüber in Arm. Beton 1914, Heft 
Dezember, S. 388, rechte Spalte in dem Artikel: „Zweckmäßigkeit und Wirt- 
schaftlichkeit des Eisenbetons bei den Bauten der Eisenbahnen", (neuerdii^s 
unter domaelben Titel herau^egeben in Buchtorm vom Verein Deutacher Eisen- 
bafanverwaltungen im Verlage von C. W. Kreidel- Wiesbaden). 

.) ,_-' .-i5-. 
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Statisch unbestimnite Bauwerke unterliegen nun 
insbesondere den Nachteilen der Schwindung und der 
Wärmeänderung. weil sie sich nichj; frei bewegen 
können; Auflagemachgiebigkeiten wären in gleichem Maße nach- 
teilig. Die aus diesen Einflüssen entstehenden Kraftwirkungen 
sind aber keineswegs genau feststellbar und können — insbeson- 
dere bei Bauwerken, die dauernd den Einflüssen der 
\ Witterung ausgesetzt sind — solche Größe annehmen, daß 
einzelne Bauglieder praktisch unbrauchbare Abmessungen er- 
halten müßten. 

Dieser Unsicherheitsgrad macht alle feineren Rech- 
nungen trügerisch und führt dahijj, der Einheitlich- 
keit der Eisenbeton.b^u werke gewisse Grenzen zu 
setzen, die wagerecht« Ausdehnung zu beschränken und den 1 
Qjcad der statischen Unbestimmtheit zu vermindern. Als Mittel ' 
dagegen führt Prof. Saliger Deh nfu g ep (Trennfugen, Be- 
wegungsfugen, Arbeitafugen) und__Geienke. an und geht dann 
auf deren Verwendung des näheren ein. In Zusammenhang mit 
dem im Band I unter der Überschrift ,, Allgemeine Eigenschaften 
des Betons" (Kapitel I) über die Schwinderscheinungen Gesagten 
sei auf die in der besprochenen Schrift vorgeschlagenen Lösui^s- 
arten zur Ausführung von Dehnfugen und Gleitlagern, auch 
Gerberbalken*) bei Bauwerken über 20 bis 40m Baulänge ver- 
wiesen. 

Bei rahmenartigen Bauwerken kommen Dehntugen haupt- 
sächlich für die Balken, Gelenke vornehmlich i^ Säulen und 
B<^enträgem zur zweckmäßigsten Verwendung.- 

Bei Anlage von Dehnfugen in Balken auf mehreren Stützen 
wird elastische Nachgiebigkeit der Stützen gefordert, damit diese 
nicht die Wirksamkeit der Dehnfugen verhindern. Wenn zu dem 
Zweck die Ausführung der Stützen als Federsäulen in der Längs- 
richtung des ganzen Bauwerkes empfohlen wird, die nur geringen 
oder jedenfalls nur den gerade nötigen Biegungswiderstand in der 
Längsrichtung bieten, so führt das ganz von selbst zu Voraus- 
setzungen, die eine Herabsetzung des Grades der statischen Un- 
bestimmtheit in der Rechnung gestatten. Bei Ausführung der 
Stützen 1 und 4 des in Abb. 341 dargestellten vierstieligen Rahmen- 
systems z. B. als Federsäulen (schmaler Querschrütt in Richtung der 

') Beachte da« darüber in Kapitel I Gesagte. 
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Länge) ist die Annahme gestattet, daß sämtliche Horizontalkräfte 
von den verhältnismäßig stärker auszubildenden Stützen 2 und 3 
übertragen werden, wodurch der Grad der statischen Unbestimmt- 
heit von 4 • 3 — 3 = 9fach auf 2-3+2-1— 3 = öfach herab- 
gesetzt wird. In voUkommenater Weise würde diesen statischen 
Voraussetzungen allerdings erst durch Ausführung von Pendel- 
säulen an Stelle von Federsäulen entsprochen werden (Abb. 342); 
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diese brauchten sich dann von den beiden mittleren Säulen den 
Stärkeverhältnissen nach nicht zu unterscheiden, was dem Gesamt- 
bild förderlicher sein würde. 

Eine weitere Herabsetzung des Grades der statischen Un- 
bestimmtheit brächte gelenkige Ausbildung der Stützenfüße 2 
und 3 (Abb. 343); es gentigt dann meist immer noch die biegungs- 
feste Verbindung der Säulenköpfe 2 und 3 mit dem Balken, um 
die erforderliche Steifigkeit in der Längsrichtung des ganzen Trag- 
werkes zu erzielen. Bei Ausführung zweier Gelenklager (etwa 
Tangentialkipplager) im Balkenfelde zwischen den Säulen 2 und 3 
würde schließlich im Bedarfsfälle die statische Unbestimmtheit 
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gänzlich aufgehoben werden können und dem System nach ein 
Gerberbalken entstehen (Abb. 344). Auf ein praktisches Beispiel 
dieser Art ist in der Fußnote I auf Seite 14 hingewieaen. 

Bei niedrigen und vielleicht auch noch durch hohe Seiten- 
belastung in Anspruch genommenen Stützen, also Stützen mit 
stärkerem Querschnitt, wären die Fugen in verhältnismäßig 
größerer Anzahl vorzusehen, sodaß bei solchen Bauwerken die 
Herabsetzung des Grades der statischen Unbestimmtheit immer 
leicht erzielt werden kann. 

Über die verschiedenen Möglichkeiten für die Unterteilung 
schwierigerer Bahmengebilde durch ^Gelenke ist schon in den 
Kapiteln XVI und XXXIII berichtet. Die dort behandelten Ge- 
sichtepunkte decken sich also mit den infolge der Schwinderschei- 
nungen zu .nehmenden Bücksichten. Mangelhafte Durch/ '■ 
arbeitung eines Entwurfes in dieser Bichtung Jällt j ; 
jedenfalls für den guten Bestand eines Bauwerk-es viel. 
acJuKäXfii iu.s G.e.wicht als ein Rechenfehler oder Irrtum 
in der Belastungsannahme, denen zum Ausgleich immer ■ 
der Sicherheitsgrad in der Ausnutzung der Festig-, I 
keiten gegenübersteht. 

Die besprochenen rein baulichen Anforderungen haben eine 
mehr oder weniger große Herabsetzung des Grades der statischen 
Unbestimmtheit zur Folge und kommen damit dem Streben nach 
einer Vereinfachung der Rechnung in dem erwünschten Maße 
entgegen. Gegenüber der in fast allen Fällen bestehenden großen 
Unsicherheit über die Große der Hutzlast erscheinen jedenfalls allzti 
umständliche und peinliche Kräfte- und Spannungsermittlungen 
zwecklos. Leider werden sie aus formellen Gründen oft zu sehr 
in den Vordergrund gestellt und dabei die Rücksichten auf den 
guten Bestand des Bauwerkes übersehen. 

Über die Ausbildung in Rede stehender Gelenke sind schon 
in Kapitel XVI Angaben gemacht und es wird im Zusammenhang 
damit noch auf die Abb. 13, 14 und 15 verwiesen*). Eine Gielenk- 
ausbildung nach Abb. 14 kann durch Verringerung der Beton- 
berührungsflächen auf etwa ein Drittel der Breite und weniger 
noch vervollkomranet werden (Abb. 345). Betongelenksteine nach 

') Über die Spann ungäverteüung, Berechnung nnd Wirltungsweise von 
Fl&chpnlagern, Bleigelenken, Kipplagern and W&lTgelenken — auch in ihrer 
Anwendung im Betonbau — siehe Dr.-Ing. A, Kollmar, Auflager und 
Gelenke. 
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Abb. 13 sind für gelenkig zu lagernde Säulen und Gewölbe ein 
vorzügliches Konstruktionsmittel. Die bauliche Durchbildung 
muß jedenfalls den rechnerischen Voraussetzungen so 
gut wie möglich entsprechen. 

Unter Ziffer 5 des Abschnittes III Kapitel XLVI ist darauf 
hingewiesen, daß sich das Schwinden des Betons kurz nach dera^ 
Abbinden vollzieht; es wächst dann noch mit fortschreiteDder 
Erhärtung und erreicht gewisse Höchstwerte, Je schneller daher 
ein Bauwerk in einem Guß zur Ausführung gelangen wird, um 
so mehr werden sich die Einflüsse der Schwindung geltend machen. 
Würde ein Bauwerk während längerer Zeit in einzelnen Stücken 
zur Ausführung gebracht werden können, so wäre der Entstehung 
von Schwindspannungen vorgebeugt, da es sieh immer nur um 
kurze Schwindlängen handelte und die Schwindung eigentlich erst 
im abgeschlossenen Bauteil zur Wirkung gelai^en kann. Stück- 
weise und langsame Herstellung widersprechen jedoch der ganzen 
Eigenart des Eisenbetons; es wird sogar meist be- 
sonderer Wert auf schleunigste Herstellung gelegt 
werden und diese ist auch — soweit nicht allzu 
große Betonmassen für ein bestimmtes Bauwerk 
erforderlich sind wie im Brückenbau — im allge- 
meinen leicht erzielhar und bringt die Herstellung 
ganzer Bauteile in einem Stück mit sich. In derl-j 
Regel werden bei Rahmenwerken zuerst die Säulen,! 
Pfosten oder Stützen betoniert und dann in einem :l 
Zuge die Riegel, Balken oder Bögen. Diese Aua-|;. 
führungsweise bringt eine fast gleichzeitige Schwin- 
A b. 3*6 düng des oberen Rahmenabschlusses auf seine ganze 
Länge mit sich und muß zu erheblichen Schwindspannungen 
führen, wenn die lotrechten Bauglieder, mit welchen die Riegel 
in feste Verbindung gebracht werden, nicht nachgiebig genug 
gelagert sind, wie das bei fester Einspannung der Fall ist. 

Zum Schluß sei auf die zahlreichen Ausführungebeispiele, die 
Prof. Sauger seinen Ausführungen folgen läßt, nachdrücklichst 
verwiesen. Weitere Beispiele hierzu bringt ,, Beton u. Eisen" 1916, 
Heft II/III, S. 26 (Rahmen eines Lokomotivschuppens von 21,0 m 
Spannweite mit Fußgelenken und Pendelsäule in der Mitte) ; 
Heft II/III, S. 38 {Rahmenbrücke von 85 m Spannweite mit Fuß- 
gelenken und zwei Pendelsäulen). 

Daß bei der Unterteilung eines größeren Rahmenwerkes die 
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Gelenketellen nicht an die Knotenpunkte des Systems gebunden 
zu sein brauchen, zeigt die Ausführungsart einer Eisenbahnwagen- 
werkstätte in Greifawald. Hier wurden in dem vorliegenden vier- 
schiffigen Hallenbau {Abb. 346) in der Querrichtung vier Fugen 
derart angeordnet, daß sowohl die Dachhaut als auch die Binder 
der beiden mittleren Felder in etwa V< bzw. */< ^^"^ Spannweite 
durchschnitten werden. Auf diese Weise ergeben sich statisch 
zwei seithche Steifrahmen mit einseitigen Kragarmen, ein mitt- 
lerer Stiel mit beiderseitigen Konsolen und zwei eingehängte frei 
aufliegende Träger. In der Längsrichtung der 103 m langen Halle 




wurden zwei Fugen dadurch geschaffen, daß die Dachdecke un- 
mittelbar vor dem Binder mittels einer Pappeinlage von diesem 
isoliert wurde und die Dachpfetten auf Konsolen, die von den 
Bindern auskragen, aufgelegt wurden. Besondere Veranlassung 
für diese Unterteilung war — abgesehen von der großen Aus- 
dehnung des Bauwerkes — die Lage der Halle, welche sie den 
unmittelbaren Einflüssen der Bauchgase, des Windes und der , 
Sonnenstrahlen aussetzte, alles Faktoren, die den Schwinderschei- 
nungen Vorschub leisten. {Nähere Beschreibung Monatsschrift 
Arm. Beton 1914, Heft 2, S. 57.) 
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Bogendächer'>. 

Kapitel XLIV. 

Einleitung. 

Das Kapitel hat hauptsächlich den Zweck, dem Leser den 
Zusammenhang des im Handbuch für Eisenbetonbau, Bd. IV, 
1. Teil, 1. Aufl. gegebenen Abschnittes über Bt^endächer mit den 
Ergebnissen der Abschnitte über Zweigelenkrahmen und einge- 
spannte einfache Rahmen darzulegen. Es ist das Wichtigste her- 
vorgehoben mit den notwendigen Ergänzungen (Mitberücksieh- 
tigung der Normalkräfte, einseitige Erwärmimg, Zugstangen- 




dehnung). Das Kapitel mag besonders dazu angetan sein, zu zei- 
gen, daß man bei Bogendächern praktischerweise eine 
allzu genaue Berechnung entbehren kann. 

Es handelt sich in der Regel um Bauwerke mit aufgenomme- 
nem Schub, da man den aufstrebenden Wänden keine Horizontal- 
belastung zumuten kann. Die Bögen sind mit ihren Auflagern 
entweder fest verbunden (bei ganzen Eisenbetonbauten) oder 
ruhen nur einfach auf den Wänden auf (Unterbau in Mauerwerk). 
Zu unterscheiden sind Zweigelenkbogen und eingespannte B<^en. 
Letztere kommen mehr bei ganzen Eisenbetonbauten in Betracht. 
Dreigelenkbogen werden für Dächer selten ausgeführt. Gegebenen- 
falls können die Gelenke in der Betonkonstniktion durch Ein- 
ziehen der Eisen zum Ausdruck gebracht werden (Abb, 347). 

Abgesehen von dem Gesagten: 

Einteilung in glatte B<^endächer mit steifen oder schlaffen 
Eiseneinlagen und in Bippenbogendächer. 

') Vgl. auch Müller -Breslau, Graphische Statik Band II, 2. Abteilung. S. 503. 
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A. Glatte Bogendächer. 

Der flache Zweigelenkbogen mit Zuggnrt. 

In Kapitel VII hatten wir Formeln für den Schub eines be- 
liebig geformten Zweigelenkrahmens abgeleitet, rmd zwar unter- 
schieden wir drei Schubanteile: infolge Belastung, Temperatur- 
änderung und Lagerverschieblichkeit. Den Einfluß der Normal- 
und Querkräfte hatten wir im Laufe der Rechnung als unbedeutend 
vernachlässigt. Der Ausschluß der Normalkräfte bei der 
Bestimmung der statisch unbestimmten Größen wird 
nun aber bei Zweigelenkrahmen, die infolge Wegfallens der Stiele 
achUeßlich zu Zweigelenkbogen geworden sind , nicht mehr 
zulässig sein, wenn wir einen genaueren Nachweis liefern 
wollen. Wir müssen also die Normalkräfte wieder in die Grund- 
gleichung einbeziehen ^), ; ■ 




Als neues Glied unserer Arbeitsgleichung tritt noch die 
Beräcksiehtigung uigleichmäßiger Erwärmung') 
des Gewölbes zwischen Ober- und Unterkante hinzu. 

Es bedeute ds ein kleines Bogenelement (Abb. 318], welches 
unter dem Einfluß ungleichmäßiger Temperatur die obere Länge k„ 
und die imtere Länge X^ angenommen haben möge. Ist die obere 
Temperatur um A l größer als die untere, so ergibt sich die Mehr- 
veylängerung (oder Mehrverkürzung) der oberen Faser zu: 

X = ds-fAt. 

X ruft also eine Veränderung der Winkelstellung der einzelnen 

Elemente zueinander hervor, und die Winkel betragen 

,,. . ds-E-At 

d{A<p) = k~~- 

') Nach dem im Abaatz „Angezeigtheit der Berücksichtigung 
der L&ngBkräfte" ISeite 244) Dargel^ten kommt diese Berücksichtigung 
praktisch erat bei eingespannten Gewölben in Betracht. 

') Vorschriften über die Berücksichtigung der W&rmeuntcrechicde in § 15 
der Bestimmungen vom 13. Jan. 1916. 
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Dieser Winkel d{A(p) bedeutet also die wirkliehe äußere 
Veranlassung für das Zustandekommen einer weiteren Ver- 
drehung des Querschnittes, genau so wie früher in der Ableitung 
für die Grundgleichung das im Stabe wirkende wirkliche Biegungs- 
moraent wirksam gedacht war. Wir erhielten früher mit 

CM.-M-ds 



E-J ' 
erhalten also sinngemäß für das Temperaturglied: 



/- 



h 

Es lautet nun die vollständige Gleichung: ' 

-, fMa'M-ds fN^-N-ds , fMa-£-dt-ds , f„ 

{vgl. Handbuch IV, 1. Teil, 1. Aufl., S. 426). 
Hierin bedeutet: 
Z' = virtuelle Arbeit der Auflagerkraft, bei Verlängerung 
= negativ. Nach Früherem L' = — l ■ AI = —AI, 
d. h. die gedachte Kraft 1 durchläuft den wirklichen 
Weg entgegengesetzt zu ihrem Richtungssinn. Dieser 
Weg AI entsteht nun bei Vorhandensein einer Zug- 
stange: I. durch die elastische Verlängerung derselben 
infolge der einwirkenden Kraft H, 2. infolge der 
Tfemperaturausdehnung der Stange. Wir erhalten so- 
mit mit dem Zeiger für die Werte der Zugataiige 

£ = Wärmeausdehnungszahl des Bogens. *■ p ■ 

( = Temperaturzunahme im Bogen. .J'J^"' 

Ä t = Temperaturunterschied zwischen der oberen und un- 
teren Faser des Bogens. 

Nähere Erläuterung der im Handbuch IT gegebenen Oleiehungen. 

Aus der allgemeinen Arbeitsgleichung ergibt sich 

l'M.-y-dx \ ^ fs-At 7" f . , 



ff = 



fy'-dx f dx 
J E-J V E-F "^ 



E^-Fo 
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Es bedeuten die Npnnei^rößen : 

5 =: Einfluß der Form des Bogens, 

6 = Einfluß der Normaikräfte, 

7 = Einfluß der elastischen Nachgiebigkeit der Zugstange. 
Während diese drei Nennergrößen bei genaueren Berech- 
nungen stets zu berücksichtigen sind, können wir mit Hilfe der- 
selben den Horizontalschub aus vier verschiedenen Anlässen dar- 
stellen, entsprechend den vier Zählergliedem : 

1 = Einfluß der eigentlichen Belastung (statisch beetimmtes 

Hauptsyatera, einfacher Balken), 

2 = Einfluß einer Temperaturzu- oder -abnähme in der 

Zugstange, 

3 = Einfluß ungleichmäßiger Erwärmung, 

4 = Einfluß gleichmäßiger Erwärmung des Bogens. 

Der aus der Belastung des Gewölbes allein sich er- 
gebende Horizontalschub ist somit durch ~ — 

° ganzen Nenner 

dargestellt. 

Es ist nun für Bogendächer die Annahme eines 
konstanten E, F und J zulässig, und wir erhalten deshalb 
nach Herausheben von E ■ J ivcv Zäiiler und Nenner und Kürzung 
dieses Faktors und femer mit jdx^l 



H = - 



Eo-Fa 



a) für eine fleichmiOIge Belagtun^ g 

(Abb. 349) ist das Moment an beliebiger Stelle des einfachen Balkens 

somit ergibt sich das Zählerglied zu 






y-dx 
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Wählt man nun noch die Bogenachse parabolisch nach der 
4. f 
Gleichung y = - - ■ (i- a; — a;*) (Abb. 350), so folgt 




h 



y-dx. 



g-l 2 lg 

'2 3 '2 2 



■h'4- 



(l-x)-dx 
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und mit dem Generalnenner 30 



lM,.ydx=^l^: 
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ebenso das erste Nennerglied 
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Kapitel XIV), nach Abb. 360 
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und 


SO ergibt sich schließlich 

ff 
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Wie im Handbuch gezeigt wird, liegt für die in der Regel 
vorkommenden Werte von 1 und / der Koeffizient X ganz nahe 
bei 1, so daß 

"'-TT 

(vgl. früher). 

Das Biegungsmoment infolge gleichmäßiger Belastung 
(Abb. 351} ist allgemein " - ■ ■ ' ■'*. " ■ 




■(l-x). 



Bildet üian den Differentialquotienten 
dM, 



, £l>eiibeloabftu II. 
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und setzt diesen = 0, so folgt 



{ = 2x, also X = 



^., /. 



|^il,= Ma^ 



d. h. das größte Moment liegt in der Mitte, was nacli Früherem 
als bekannt vorauszusetzen war, und es beträgt; 



Ml = 



(l-i) 



1 sich nahezu ■■ 

|iiiiiiiiii|iiiiiiiiiHtmiiiiiiiimmil 



= 0, da JSl. 
.ff 




Im Bogenviertel beträgt das Moment — ebenso abgeleitet — 

ist also noch etwas geringer als im Scheitel. ,, •"''" 

Man_braucht_demnach, wenn man l überhaup_t^ = 1_ 
setzt, die Momente infolge^ iEligeage wicht an keinei 
Stelle zu berücksichtige n , ^ und beachte nur 




Abb. SEE. 

b) die hftllMeltiKe B«Ugtiuig mit Nutzlast 
(Abb. 352). 

Diese liefert, wie leicht verständlich sein wird, 
H -f'' , ■ ■ ■ 



i 
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und es entsteht das größte bzw. das kleinste BiegungBmoment 
in -r, was sieh in derselben Weise wie vor leicht ableiten läßt. 



Die Momente betragen auf der belasteten Seite 
64 



max M,= H gj p - P 



und auf der unbelasteten Seite 

Da i. stets nur wenig kleiner als 1 ist, .so kann 
man hierfür ohne weiteres schreiben 



max Mp = 



■p-i' 



- 64 ■ 
Das Scheitelmoment beträgt 

JK|=+(1-J).%-. 
e 

Weitere Berücksichtigimgen etwa halbseitiger oder ganz- 
seitiger parabolischer Belastung infolge Stärkerwerden des Bogens 
nach den Auflagern zu siehe Handbuch. 

e> Temperatunniialiine. 
Im Bogen l und im Zuggurt t^ Grad, femer e — €a. 
Wie die erste allgemeine Gleichung für H zeigt, ist der Ein- 
fluß einer gleichmäßigen Temperaturzimahme im Bogen positiv 
für H, während der Einfluß einer gleichmäßigen Erwärmung der 
Zugstange um t^ Grad negativ für H ist. Es erscheinen also 
diese beiden Einflüsse in entgegengesetzter Wirkung, und wir 
erhalten allgemein 

i 

Is-t'dx — e^-tQ- 1 
Ht-k 



f y^dx f d 
J E-J V E- 






, und mit dem schon oben aufgelösten Nenner 
e-l'{t — Q 



Ht.u = 



15 E-J "^ E-F '^Ea-F^ 
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Nach weiterer Umformung erhält man BchließUch 

■ö(.t„ = A-~ Tj— •£■(! — lo)- 

^ Das größte Temperaturmoment tritt bei gleichmäßiger eo- 
wohl wie bei ungleichmäßiger Erwärmung im Scheitel auf. 
Die weiteren Angaben darüber siehe Handbuch IV, S. 430. 
Zum ganzen Kapitel vgl. noch besonders die Tabelle für den 
flachen Zweigelenkbogen, Handbuch IV, S, 431. Ansqhließend 
daran sind auch noch einige At^aben über den Zweigelenk- 
kreisbogen mit Zuggurt gemacht. 

Die Einflußlinien für den Horizontalsehub des Zweigeienkbogens>). 

a-b , , 
ing rt = j ■ 

zu berechnen, wobei P = 1 (Abb. 353), 
1 



X wie früher = 



'+s^-T-('+»47) 



Hat man nur wenige verschiedene Laststellimgen P, so kann 
man auch die Zeichnung der Einflußlinie entbehren. Wird der 
Einfluß von X vernachlässigt, so erhalten wir ff^ebenso groß wie 
für den Dreigelenkbc^en. 

Beiapieli'Ein Wölbdach mit dem Binderquerschnitt Abb. 354 
erhalt« die in Abb. 355 angedeutete Belastung 
J* = 30 . 40 + 10 • 1,767 ■ 15 = 1465 cm» 

J = — 1^ - — 1-15. 17,67 -18* = 246000 cm* 

J 246000 



Daim ist 



1465 ' ^"^ ""* ■ 
1 1 



. , 15 ,„„/. 1465 \ 1,0232' 

■ + TTW""('+ 15.19,64 ) 
wobei eine Zugstange von 50 tom = 19,64 cm» Querschnitt ge- 
wählt wurde. 



>) Nach Müller -BreiiUu, „Die neueren Methoden", 4. Aufl., S, 191. 
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4-2,85-l'4 1,023 

_ P-o-(14-a) 
~ 54,3 



- l*"'' 


/ 


^ i ....____^ 


■^ , ^'^ , 




1 




Wir erhalten somit 

H= 1^.(3330.1,25' 12,75 -(- 190 . 2,6 ■ 11,5 + 3740 • 4,0 - 10,0 

+ 900 ■ 5,5 . 8,5 + 2700 - 6,25 ■ 7,75) 

H= 14150 kg. 
Besonderen Vorteil bietet diese Rechnui^ bei unsymme- 
trischer ' Belastung. Mit Hilfe der ff-Linie (für P = l) können 
dann auch leicht die Einflußlinien für die Biegungsmomente in 
bestimmten Punkten der Achse konstruiert werden. 

Zu beachten ist, wie wenig sich X von 1 unter- 
scheidet, so daß der einfache Berechnungsgang nach 
Kapitel XIII vollauf genügt hätte.. 
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Der flache gelenkloae Bogen. 

Der ßache gelenklose Bogen kann auch für Dacbkomtnik- 
tionen nur als Gnmdsyetem vorausgesetzt werden, wenn wirklich 
völlige Einspannung vorhanden ist. Bei größeren Spannweiten _ 
ist die Annahme einer Einspannung in den Traufbalken unrichtig, 
besonders wenn diese ihrerseits wieder weit gespannt sind, also 
einer Drehung unterliegen. 

Die BestimmimgsgleichDngeii der drei statisch unbestimmten 

OröBen. 
Der gelenklose Bogen ist zunächst kein anderes statisches 
Gebilde als der friiher behandelt« eingespannte Rahmen (Ka- 
pitel XXV u. f.). Bei flachen Bogendächem sind aber in der all- 
gemeinen Arbeitsgleichung, wie beim flachen Zweigelenkbogen 
schon gezeigt wurde, noch besonders die Normalkräfte, 
Nachgiebigkeit der Zugstange, gleichmäßige und un- 
gleichmäßige Erwärmung des Gewölbes zu berück- 
sichtigen. Die allgemeine Arbeitsgleichung lautet demnach 
genau so wie beim Zweigelenkrahmen: 
,, (M.-M-d8 CN.-N-ds CM^-^M.ds C„ 

Alles, was beim eingespannten Rahmen gesagt worden ist, 
hat hier dieselbe Gültigkeit. Wir haben nur neu die oben an- 
gedeuteten Einflüsse zu berücksichtigen, und es lautet damit die 
Arbeitsgleichung 

Cx-y-ds fy-da , _ C ds, f ^ , fe-ät . 

In gleicher Weise lassen sich die beiden noch fehlenden 
Gleichungen L" und L'" anschreiben. 

Bezeichnet den Schwerpunkt des mit den Gewichten v,— 

belastet gedachten Bogens (Abb. 356), so werden nach Früherem 
die Glieder 

•ds 

wieder = 0, und wir erhalten unter der zulässigen Annahme 
(für Bogend&cher) eines konstanten mittleren E und J, 



/ x- y • da fx-ds fy-ö 
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wodurch dann der An^iffsgunkt derdrei Kräfte id^en- 
tJB sh _m it dem Schwerpunkt der Bogenachse wjrdj, wie 
'früher: '[M^-yds . , ,f ^ 



fy '-da f ds l 

IMJ V E.F ''' E,.F, 

}_ ß 

1 E-. 

fMt^da_ f t-AI-da 
J E-J V h 



■da 
~E-J 
■■da 




Wenn wir es nun zum Ausdruck bringen, daß E und J , F, t 
und Jt konstant sind, daiui lauten diese Gleichungen: 
jM^-y-da—E-J^ta-U-l-i-E-J-e-l-jda 

jM„ -x-da 
^ jx^-ds 

JMo-da + E-J-Jt-e-j-^ 



Z=- 



Jds 



Nähere Erläutening der im Handbuch gegebenen OleiehnngeD. 

Wir erhalten nim für eme parabolische Bogenachse genau 
genug (Tgl. auch die betr. Angaben im Handbuch): 



■{l'-l2-x'), d3 = dx. 
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Hiermit sind die Nennergrößen 



jx*-dx= j-~. jdx = 



a) Bei glelchmKBiK Terl«llt«r hallmltiger Belastung 
(betrifft also daa erste Zählerglied) ist allgemein das Moment des 
etatisch bestimmten Hauptsystems (des einfachen Balkens auf 
zwei Stützen) für die belastete Seite 



^^•a-M-aH'=i-(f 



BOmit 







I I 1 

. S 

48 " ■ 2 "•" 24 ' 8 6 ■ 24 ' 4 ' 24 2-1 ' 64 



^ /* 160 

und mit dem Generalnenner 5760 



/... 



24-240 



Für die unbelastete Seite ist 



+, da X nach rechta = 



M.= ^-{l+2x) 
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_ 'p-f-l' i p-f-i i* P-f i' , Pf ± 



24 ■ 8 4 ' 24 "*" 2 ■ r 64 

und mit dem Generalnenner 384 

Insgesamt also + i. 

■' { 

" i 
Hiermit erhalten wir den Horizontalschub 

vf-i' 



•/•■' + i-' + #ff-! 



F ^ E,-F, 
Pt-P 



' ^ F ^ £'o--F(,J 



p./.i- 






4.H 


p-i' 1 


4)1 



16./ 45 J I.. F 
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Als Näherungswert ergibt sich nach Handbuch 



. ..- + o,i| 
^1- 



Dieser Wert beträgt für /= 1,12 und Z= II,80m: 

;ii = l-rd. 0,16 = 0,85. 

'( Der Itorizontalsc hub verm indert e ich also beim einges pannten 
Bi^en be^dies^er Spt^.nftw eite um etwa 1 5% gegenüber dem Zwe i- 
jgelenk- und_preigelenkbogen. 
Für Y erbalten wir: 

fMo-x-dx=:=fMn-x-dx+lM^-X'dx 

^ £ 

' ^ , "' ' 

_ p-i* i* p-i i* p i* p-i* ^* 1 P'^ ^' 



16 8 "^ 


8 ■ 24 


2 ■ 64 


16 


T-r 


8 24 


p-l* p-l* 
192 384 


^ 384 










somit 




pl' 










''f" 


884 
P 
12 


pl 






Damit wird der 


linke auf 


der Lastseite liegende Auflagerdruck 


(Abb. 367) 












A 


p-i 


4 ^ 32 


13 
= 12- 


•p? 


i 


und infolgedessen als Rest 












B. 


.= 4- 


•i. 
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Beim eingespannten Träger ergeben aich also die lotrechten 
Reaktionen wesentlich anders als beim einfachen Balken, 
bei gleichmäßiger Belastmig über die ganze Länge kann aber 
eine Verse hiebmig der Last Verteilung durch die Einspanniing 
nicht mehr eintreten. ,*■>-• '■■■ ' ^ \'- «*■";>..! y^ü ■ f-' " '■■ 

In ähnlicher Weise gelangt man zu Z: 



h-'^-l' 




(l+2x)-dx 



Das EinspannuDgsmoment auf der lAstseite ist ' 'v i^<o|ti'. v ■>■:< '-^■t-it* ,*'' • 



Das Einspannungsmoment bei B beträgt 



M'. 



■■+^.- 



■t+y,-i+^' 



r-i' 



U,-^ 



Für /i = 1 , was, wie wir oben gesehen haben, allerdings ^cht 
zutrifft, wäre: 



Setzt man in die allgemeinen Momentengleichungen die Werte 
für Jfg, X, Y imd Z ein, so erhält man zunächst das größte 



<^; 



"Moment auf der Lastseite bei x 
max3f„ = (l — 



■ l zu 

>.1.pi?i 
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das gibt für ^, = 1 (siehe oben) 
raax M„ = -r 



■p-i' 



(vgl. die einfache Ermittlung im Handbuch). Ferner erhält man 
auf der unbelasteten Seite ebenso für x^ — tt ' ^ 



(i -51. ,,)._!_ 

\ 10 '/ 16S6 



pP; 



für i, = 1 ist 






pp 

~ 48 ■ 



(1-J,)- 



b) Ffir *oU«, glelGbm&Ug verteilte Belagtuns mit f 
(Abb. 358) siehe die Angaben im Handbuch. 

(Einseitige oder paraboliache Belastung vgl. Handbuch.) 
Für gleichmäßige Temperaturzunahme sowie für Temperatur- 
differenz siehe die Angaben im Handbuch. 
P 




Einflußliniengleichangefi, 

Zur Bildung von Einflußlinien gebrauche man in bezug 



4 /.!■ -■ 

P-(i+2-<l).i.' 



f ■(i + 2t)-ii' 
l' 
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Konstraktionsemzeltaeiten glatter BogeAdächer. 

Ausführung meistenteils als Zweigelenk- oder eizigespannte 
Bögen. Der Grad der Einspannung häi^ von der Bauart der 
Auflager ab. Vollständige Einspannung muß, wenn in 
Rechnung gestellt, auch genügend gewährleistet sein. 
An den Kämpfern können positive und negative Momente auf- 
treten, so daß in der Kegel dort zwei Eiseneinlagen nötig sind; 
dasselbe trifft zu im Bögenviertel. Nach dem Scheitel hin treten ' 
meistens aber nur positive Momente auf, so daß es genügt, die 

doppelte Eiseneinlage bis - zu ziehen, und zwischen den Vierteln 
nur eine untere anzuordnen. 

Die Querschnitte werden nach den größten Biegungsmomenten 
für exzentrischen Druck bemessen (durch den Horizontalschub). 
Über vorläufig dem Entwurf zugrundezulegende Größen 
siehe „Handbuch für Eisenbetonbau" Bd. IV, 1. Aufl., Tabelle 
S. 442, an welche sich auch einige Angaben über Gewölbe mit 
steifen Eiseneinlagen anschließen, die ohne weiteres ver- 
ständlich sind. 

Bogendach mit höhergelegtem (überhöhtem) 
Zuggurt. 

Architektonisch erscheint die freiliegende Zugstange oft un- 
erwünscht, so daß man es vorzieht, eine reguläre Unterdecke 
in ihrer Ebene anzuordnen. Man gewinnt natürlich an Baum, 
wenn man den Zuggurt und damit die ganze Unterdecke zwischen 
höher im Gewölbe liegenden Punkten CD {Abb. 360) anordnet. 
Es hat daim keinen Wert mehr, den Bc^en im ganzen noch als 
Zweigelenkfoogen zu betrachten und etwa den bei A und B noch 
bestehenden Schub von den stützenden Wänden aufnehmen zu 
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lassen. Man betrachte dann den ganzen. Bogen als einfachen 
Balken (also ein bewegliches Lager) und betrachte das Sj^tem 
als einfach innerlich statisch unbestimmt. AC und BD 
werden dann lediglich Teilstücke des einfachen Balkens AB, 




dessen Momentenfläohe bei gleichmäßiger Belastung parabolisch 
geformt ist. Erst für den Teil CD gelten die nach den einleiten- 
den Kapiteln ohne weiteres verständlichen Beziehungen, 
M = Ma-H-y; N=-H 

^ =-dH = -^ 

dN 

" «Ja' 

Damit ergibt sich bei Vernachlässigui^ des Temperatureinflusses: 



/... 



(siehe Handbuch). 

Für größere Räume nicht mehr ausführbar, deshalb: 
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Bogendächer mit gesprengtem Zaggart*). 

Bei den einfachen Bogenformen mit geradem Zu^^rt und 
zwei festen Auflagergelenken (Abb, 361) wurde empfohlen, 
die Zugstange reichlich zu bemessen, um eine seitliche Bean- 
spruchung der stutzenden Wände zu vermeiden; höhere Aus- 
nutzung der Zugstange erforderte jedenfalls gewisse Bewegungs- 
möglichkeit zwischen Bogenauflager und Wand^(^eitfugen). Die 




völlige Freilaiäsung eines Auflagers durch Anbringung von Kollen 
, _^9- od. dgl'^ gestattet dann höchste Ausnutzung der Verankerung «md 
^^'', ungehindert© Durchbiegung des Binders; gleichzeitig geht das 
System dem Namen nach von einem einfach äußerlich un- 
bestimmten zu einem einfach innerlich unbestimmten über. 
Im vorliegenden Fall {Abb. 362) dürfte mit einer größeren 
elastischen Durchsenkung und damit einer größeren seit- 
lichen Bewegung von vornherein zu rechnen sein. Das Biegungs- 
moment an irgendeiner Stelle K ist 

M = M^-H-y. 
Die Berechnung von H erfolgt ebenso wie bei überhöhtem Zug- 
gurt. Die Zugkräfte in den Gortgliedera sind 
Ä-sec«!; if-Bec«j usw., 
und jene in den Aufhängestäben 

H • (tang ■x.y — tang «u) ; U- (tang «j — tang «s) 
imd H • 2 tang et, (siehe Handbuch). 



') Prektiachee Beispiel: Beton u. Eisen lftl6. Heft I, I 



1. 
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Die AuBbildung der Zuggurte und Kämpfer siehe 
Handbuch. 

Bogendach mit Kragarm (Abb. 363). 

Dies wird am besten mit Hilfe des in Kapitel XII gegebenen 
Verfahrens (also mit Vernachlässigung der Normalkräfte) mit Ein- 
fluBlinien berechnet, da es doch darauf ankommt, für mehrere 




Punkte die möglichen positiven bzw. negativen Maximalmomente 
festzustellen, sofern eine gerecht« Verteilung der JSiseneinlagen 
(je nach Einfluß des mehr oder weniger langen Kragarmes oder 
zweier Kragarme) erreicht werden soll. Für die Bemessung der 
Zugstange ist der Bogen voll zu belasten, während der Kragarm 
entlastet bleibt. Femer ist der Belaatungsfall Abb. 364 zu unter- 
suchen. Die Zugstange bemesse man so stark, daß ihre elastische 
Dehnung vernachlässigt werden kann. 

B. Bogenbinderdächer. 

Allgemeines. 

Ebenso wie bei zu weitgespannten einfachen Platten eine 
Plattenbalkendecke vorzuziehen ist, so wird bei weit gespannten 
Gewölben, wo unter Umständen größere Exzentrizitäten auf- 
treten, besser ein Rippenbogensystem ausgeführt, wobei die 
Zugeisen in den Bippen vereinigt sind. Die Ausführung ist also 
bei größeren Nutzlasten und Spannweiten oder statisch ungün- 
stigen Giewölbeformen angebracht. 
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Je nachdem .ein solcher Bogenbinder durch positives oder 
negatives Biegungsmoment beansprucht wird, ist der statisch 
wirksame Querschnitt T-fÖrmig oder einfach rechteckig. Die 
dünne Platte, welche zwischen den Bc^nrippen verläuft, kann 
als durchlaufender oder als in den B<^enrippen Efingespannter 
Träger betrachtet werden. Die Statik betreffend gilt dasselbe 
wie bei den glatten Bogendächern, nur erscheint hier die 
Berechnung als Dreigelenkbogen noch weniger gerecht- 
fertigt. Bei* Auflagerung auf MauOTwerk^ wird meist der Zwei- 
gelenkrahmen und "Bei tompletten Eisenbetopkonstruktionen der 
eingespannte Rajjmen zugrunde gelegt^ 

Die statische Berechnung. . 

Soweit es sich um gleichmäßige Belasttmg und um para- 
bolische oder kreisförmige Formen handelt, können alle vorher 
gegebenen Berechnungsmethoden gebraucht werden; .besonders 
wichtig sind hier auch die Formeln zur Bildung von Einfluß- 
linien, weil man mit ihnen die Einflüsse von den hier oft auf- 
tretenden Einzellasten bequem feststellen kann (beachte auch - 
hier die einfachen Lösungen von Kapitel XIII). 

Zur Berechnung von X und i.^ wird die Wahl eines bestimmten 
mittleren Querschnittes vor der Untersuchung vorgenommen wer- 
den müssen, wobei man nur den reinen Stegquerschnitt 
berücksichtigt (die für glatte Bogendächer angegebenen Nähe- 
rungsformeln für Jl und .1, können hier nicht gebraucht werden). 

Weicht die Bogenachse von der Parabel oder dem flachen 
Kreis, für welche unsere Ableitungen gelten, ab, so muß mwi den 
Bogen in einzelne als gerade Stäbe anzusehende Stüoke zerlegen 
und die Integrale durch Summierung analytisch oder graphisch 
bestimmen. Es kann hierbei die Veränderlichkeit des Querschnittes 
bequem berücksichtigt werden (vgl. Kapitel XII), B kann all- 
gemein als konstant angenommen werden. 

Der gelenklose Bogenbinder in zeichnerischer Behandlnng. 

Wir erhalten entsprechend unseren früheren Ableitungen 
(S. 343): 



J J "^ j J "*■ ^ 



E.l 

:, EiHDbstontuD II, 
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pf -x-ds 
1 7 
fx'-da 

lM,-da , _ ., td. 



f 



Das zweite Zählerglied von X bezieht sich auf den Einfluß 
einer Zugstange, die erforderlich ist, wenn die Aufnahme des 
Schubes nicht durch Widerlager gewährleistet ist. 

Die im Handbuch IV gegebene Auflösung dieser Gleichungen 
Sei mit entsprechenden Erläuterungen hier wiedergegeben. 




Zählerglieder. 

Man zeichnet die für das statisch bestimmte Hauptsyatem, 
den einfachen Balken, Bich ergebende Momentenfläche (Abb. 365), 
teilt den Sc^en in eine Anzahl geradlinige Stücke /) s und trägt 
in den Endpunkten derselben senkrecht zur Bogenachse die zu- 
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gehangen -^- auf. Die so entstehenden einzelnen Flächen — --^ 
seien mit /,, /g, f^ usw. bezeichnet, und wir erhalten für 



fMg-y-da _-yMf 



J 



^-^ — y==Xi-y = 



In den Endflächen entstehen Dreiecke, so daß die auf die 
Stabachse projizierten Schwerpunkte derselben auf zwei Drittel 
der Länge der unteren Stabstücke hegen. Bei ftllen mittleren 
Stäben kann man den Schwerpunkt in der Mitte der Stabstucke 
annehmen. Ebenso erhält man 




Bei diesen Größen ist zu beachten, daß die Koordinaten x 
und y sich auf den in Abb. 366 dargestellten Funkt beziehen, 
da 
'T 

mittellinie leicht aufgefunden werden kann. S^ und S^ können 
in einfacher Weise graphisch mit Kraft- und Seileck bestimtnt 
werden. 

Diese Summenausdrücke lassen sich nämlich als statische 
Momente deuten. Wir können daher zu ihrer Bestimmung von 
dem Satz der graphischen Statik Gebrauch machen, daß 
die Summe der statischen Momente paralleler Kräfte (/ - x lot- 
recht, / • y wagerecht) in bezug auf eine zu ihnen parallele Gerade 
(die vert ikale Schwerachse bzw. die wagerecht« Schwerachse) 
gleich ist dem zwischen die beiden letzten Seilpolygonseiten fallen- 
den Stück (6 bzw. a) der betreffenden Geraden multipliziert mit 
^rJPolweite (fl)i). 

1) Müller -Breslau. „GraphiRche SUtik" Bd. I. 1912, 8. 24. 
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Es ist also 



S^ = H-~ 



Nennerglieder. 

Diese lassen sich in derselben Weise ausdrücken. Es bedeutet 

As 
Trägbeitsmoment aller Bogenstreoken -z~ in bezog auf die x-Achse, 

desgl. in bezug auf die y-Acbse. "^ ' ^ --5 



jds = ^ Js = ß = Länge aller Stücke Aa 3 

graphische Ermittlung dieser Größen ergibt sich ebenso wie vor; '..^ ' ■K^^*' 

der oben erwähnte Satz aus der graphischen Statik läßt sich ^'.l^'^vf^l 

gleichwohl auch bei der Deutung von Trägheitsmomenten ver- tA-jj,,*— " 
wenden. -^ 

Femer sei noch bezeichnet j^* 

(de ^As . • 



fda 
.1 J 



t=2t-. -^^ 



da „Jn --M, 



= 2^--.. ^-^\' 



^^ 



SchlaBtormeln. 

Die Schlußgleichungen lauten nun, wenn man den linearen 
Wärmeaasdehnungskoeffizienten des Betons e gleich dem des 



Eisens e» setzt. 



X = 



^• + ^' + ^0 



Z=_ 



S + e-E-a^-A t 



Die hier vorgeführte Berechnung bat große Ähnlichkeit mit 
der im folgenden Kapitel XL VI eingehend besprochenen Behand- 
lung größerer Brückengewölbe. 



□iQitizsdbvGoot^lc 



357 

Der Zweigelenkbogen kann genau in derselben Weise, 
wenn es erforderlich sein sollte, behandelt werden, 

t Die wagerechte Belastung durch Wind wird bei ge- 
nauen Berechnungen dann durchgeführt, wenn es sich um hohe 

;i gewölbte Däeher handelt. Vgl. weiteres darüber Handbuch*). 

') Beachte hierzu den Au&aU: „Beitrag zur Berechnung der Bogendicher" 
von Strassner in Deutsche Bauleitung 1917, Mitteilungen Nr. U und 12. 
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Berechnung gi'ößerer eingespannter 
Brüekengewölbe. 

Kapitel XLV. 

I. Einleitung und Voraussetzungen für die Berechnung. 

Während für kleinere gelenklose Briickengewölbe, bis etwa 
zu 20 m Spannweite hin, das einfache Stützlinienverfähren eine 
hinreichende Grundlage für die Bemessung darstellt, müssen 
größere Eisenbetongewölbe (schon bis zu 100 m Spannweite aus- 
geführt) einer weitergehenden sehr sorgsamen Über- 
prüfung unterzogen werden. 

Von vornherein machen wir die Voraussetzung, daß der 
Baugrund unnachgiebig und auf beiden Griindungsseiten von 
gleicher Beschaffenheit ist, sodaß die unvermeidliche elastische 
Senkung keine Verschiebung der Widerlager gegeneinander zur 
Folge haben kann. Zum Teil wird ja die ^laatisohe Pressung 
schon beim Stampfen der Widerlager durch die mechanische Ge- 
walt des Stampfens und durch das Gewicht der Betonmassen 
selbst vollzogen. Die endgültige elastische Zusammenpressung 
wird aber erst nach dem Ausrüsten des eigentlichen tragenden 
Gewölbes erreicht; gerade dieser Best sollte also auf beiden Seiten 
gleich groß sein. 

Weiter ist seitliche Unn achgiebigkeit des'Baugrun- 
des erforderlich. Je geringer die wagereehte Komponente der 
Endresultierenden, umso weniger wird allerdings auf seitliche Un- 
nachgiebigkeit Bedacht zu nehmen sein. Schließlich soll ein 
Drehen der Widerlager ausgeschlossen sein. 

Wir machen also die Voraussetzung völliger Starrheit 
derjenigen Körper, in welche sich das Gewölbe einspannen soll. 

Selbstverständlich gestattet die Statik die Berücksichtigung 
unstarrer Auflager auch bei eingespannten Gewölben. 
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"Denken wir an hohe Talbrüöken mit schlanken Mittelpfeilem, 
die durch in -sie eingespannte Gewölbe miteinander verbunden 
sind, Bo erscheint beim Heniberfahren eines EisenbahnzugeE eine 
Drehung der Pfeilerköpfe unvermeidlich, da die hohen Pfeiler bei 
einseitiger Belastung durch den Schubüberschuß die mit der auf- 
tretenden Siegong und Querbeanspruchimg bewirkte seitliche 
Verdrängung notwendig erleiden müssen (lotrechte Nachgiebig- 
keit der Pfeilerfundamente selbst ausgeschlossen). 

Während also bei einem Bauwerke nach Abb. 367 die Pfeiler- 
elastizität unbedingt berücksichtigt werden muß, und derKon- 

I ' I 




strukteur darauf angewiesen ist und imstande sein muß, eine 
derartige etwas kompliziert« Berechnung durchzuführen, fehlen 
andererseits auch nicht die erforderlichen Voraussetzungen für 
diese Berechnung, da die elastische Nachgiebigkeit der Pfeiler 
nach der Formänderungslehre verhältnismäßig leicht berechenbar 
ist. Im Rahmen dieses Buches soU nicht auf derartige Fälle ein- 
gegangen werden. — Wollten wir bei gewöhnlichen, zwischen 
niedrigen Widerlagern verspannten Gewölben (Abb. 368) 
ein. seitliches Nachgeben der Widerlager infolge Drehung der- 
selben berücksichtigen, so könnte bei dem Fehlen elastisch nach- 
giebiger Konstruktionsteile zwischen Gewölbe und Gründung auch 
nur wieder die Nachgiebigkeit des Baugrundes als Veranlassung 
dazu gedacht werden, die, wie gesagt, keineswegs einwandfrei 
feststellbar ist. Da nun die Berücksichtigung einer Nachgiebig- 
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keit der Widerlager die Berechnung erschwert, und auch keine 
sicheren Grundlagen dafür vorhanden sind, ein Mißgriff hierin 
aber die ganze Berechnui^ völlig fragwürdig machen würde, so 
setzen wir absolute Starrheit der Widerlager voraus, 
wie das auch Prof. Morsch, dessen Theorie wir hier vorführen 
wollen, in seiner Ableitung , .Berechnung von eingespannten Ge- 
wölben" getan hat. 

Sind die angegebenen Voraussetzungeji jiicht. er- 
füllt, 80 empfiehlt sich meist die Au8füjtirjin£. eines. 
J^?iÄ«l?n„kbpgen8j der bekanntlich in keiner Weise durch die 
angegebenen Einflüsse beeinträchtigt werden kann. Es können 
hier nicht alle Gründe angegeben werden, welche für den Fall 
einwandfreier Beschaffenheit des Baugrundes das eingespannte 
Gewölbe oder den Dreigelenkbogen für angebracht erscheinen 
lassen. 

Ein eingespanntes größeres Brückengewölbe bedarf 
jedenfalls einer sehr sorgsamen Konstruktion und Aus- 
führung. Es muß die Deformation^durch die Normal- 
Kräfte und der Einfluß der Temperatur, und Schifin- 
d u ng (namentlich bei freiliegenden Gewölben) festgestellt 
werden. Das Trägheitsmoment zeigt einen beständigen.^ 
oft recht erheblichen — Wechsel, ebenso auch die ständige Last, 
so daß, wenn auch die früher für einen eingespannten 
Rahmen abgeleiteten Grundgleichungen maßgebend 
bleiben, diese doch mit Berücksichtigung aller genannten Um- 
stände wesentlich anderer Lösung bedürfen. Es ist noch folgendes 
im allgemeinen vorauszuschicken: 

Versuche haben erwiesen, daß sich Beton als Wölbmsterial 
innerhalb der üblichen Beanspruchungen hinreichend elastisch 
verhält; wir können daher die Gesetze der Elastizitäte- 
lehre auch bei Gewölben zur vollen Anwendung brin- 
gen'}. Wir dürfen auch von der großen Vereinfachung Gebrauch 
machen, die sich durch die Annahme eines konstanten Elastizi- 
tätsmoduls ergibt, weÜ innerhalb der üblichen Spannungsgrenzen 
Verhältnisgleichheit zwischen Spannung und Dehnung gesichert 
,ist. Noch ein anderer Umstand bleibt zu beachten: Eisenbeton- 
gewölbe werden ja hauptsächlich dann ausgeführt, wenn große 
Exzentrizitäten und damit auch Zugspannungen vorauszusehen 
sind. Nun soll nach den Vorschriften die Mitwirkung des Betons 

') Vgl. Abwite f S. 57. 
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in der Zugzone ausgeschloseen werden (Stadium II), auch in 
Fällen exzentrischen DruckcB, wie sie hier vorliegen. Bei solcher 
Berechnung ist das Trägheitsmoment von der jeweiligen Lage 
der NuUinie direkt abhimgig, doch stellt es sich als Unmöglich- 
keit heraus, den auf diese Weise eintretenden Wechsel des 
Trägheitsmomentes von vornherein zu berücksichtigen; 
schließlich ist es auch keine Notwendigkeit, denn — soweit nicht 
gerade erhebUche Exzentrizitäten vorliegen — ergibt die Span- 
nungsberechnung nach Stadium I oder Stadium II (namentlich 
bei TO = 10) wen^ Unterschied^). Es wird daher bezüglich des 
Trägheitemqmentes stets mit dem vollen Eisenbetonquer- 
schnitt gerechnet*). 

n. Entwurf. 

Die weiter unten angegebenen Berechnungsverfahren für ein- 
gespannte Gewölbe sind ihrer Natur nach Nach prüf ungs- 
verfahren; es ist also wichtig, einiges über den Entwurf selbst 
zu sagen*). 

Die Brücke ist zunächst frei zu entwerfen, wobei ein ge- - 
stmdee statisches Gefühl von vornherein zwischen den einzelnen 
Mt^lichkeiten das Vorteilhafteste auszuwählen hat. Die Ge- 
wötbemittellinie soll dann mit der Stützlinie für 
Eigengewicht, d. h. für gesamte ständige Last ein- 
schließlich Aufbauten (durch die Mitten der Scheitel- und 
Kämpferfugen), zusammenfallen*) im Gegensatz zu Dreigelenk- 
bögen, wo die günstigste Bc^nachae näheningsweise mit einer 
für das Eigengewicht + der halben gleichmäßig verteilten Ver- 
kehrslast gezeichneten Stützlinie zusammenfallen soll. Auf Grund 
der ersten Entwurfsskizze wird eine Gewichtsberechnung an- 
gefertigt und die Drucldinie gezeichnet. Die so gefundene Druck- 
linie wird dann als neue Bogenachse zugrunde gelegt und mit den 

') Vgl. auch hierüber den Abschnitt über exzentrischen Druck und über 
dsB Kempnnktverfahren in dar Gewölbeberechnung in Schlüters „Eisenbeton- 
btra: Säule und Balken", Verlag von Herrn. HenBer, Berlin, Anzeige am Scfalufi. 

') Vgl. hierzu anch Kap. XVI a. 

*) Für flache gelenklo^ Brückenbögen gibt A. Straßner in Beton u. 
Eisen 1914, Heft X, S. 219 ein Ntkhcrungs verfahren zur QuerBchnittaermittluug 
ML — Beachte auch; „Beitrag zur Bestimmung der Bogenform bei Wölbbrücken" 
von R. Doorentz, Beton u. Eisen 1815, Hett XVf, S. 235. 

*) Deutsche Bauzeitung, Mitteilungen Nr. 12 1919 bringt einen Aufsatz 
von Dipl. -Ing. Kann: „Mathematische Ermittlung der Bogenform für 
nach der Eigengeniehtsstützlinie geformte Gewölbe mit voller Auffüllung". 
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verbesserten Gewichten eine zweite Dnicklinie gezeichnet. In der 
JRe_gel fällt schon jetzt Drucfelinie und Bogenachse zusammen; 
weim nicht annähernd, dann muß der Vorgang noch einmal 
wiederholt "srerden. Man kann die Bogena^ihse schließlich auch 
analytisch festlegen und mit Hilfe der verbesserten Gewichte die 
Ordinaten der Stützlinie (als Abstände von einer Wagerechten 
durch Scheitelmitte) genau eim^chnen (vgl. Gmündertohelbrücke 
von Prof. Morsch, Sonderabdruck der Rchweizerischen Bau- 
zeitimg). Eine direkte mathematische Bestimmung der 
Mittellinie ist bei den meii^t angewendeten Spar- 
räumen und Entlastungsbögen im Aufbau nicht mög- 
lich. Das zweite Seilpolygon liefert schon ziemlich genau die in 
den einzelnen Gewölbefugen auftretenden Drücke, so daß man 
damit imstande ist, (je nach dem zur Verfügung stehenden Ma- 
terial ) die Querschnitte zu bestimmen . jjG e lenklose Bö^cn 
werden stets so entworfen, daß ihr Trägheitsmoment J vom 
Scheitel (J.) gegen die Kämpfer (J^) stetig zunimmt, so daß die 
Querschnitte möglichst entsprechend det Druckzunahme ^- 
nehmen und in allen Teilen des Gewölbes gleich hohe Spannmigen 
auftreten. Im allgemeinen sind diese Bedingungen erfüllt, werm ' 
die Vertikalprojektion aller Radialschnitte konstant bleibt, . 
Dr.Ing. Max Ritter gibt in seinem Buch») ein Gesetz, über 
die Querschnittszunahme in der Form 

= i — (I — n) ■ ;; , 

J • COS ip f| 

worin 

J. 
n = — -- 

</» ■ cos fft 

(Abb. 368), welches sich eng an die praktischen Verhältnisse an- 
lehnt' und beim Kreisbogen sogar genau mit der oben angegebenen 
allgemein gebräuchlichen Annahme deckt. 

Die Annahme der Scheitelstärke als Ausgangs- ■> 
punkt der Bemessung erfolgt unter Zugrundelegung des aus 
dem Verbesserten Seilpolygon gewonnenen Horizontalschubes mit 
entsprechender Erhöhung desselben für Verkehrslast und mit 
Berücksichtigung der zu erwartenden Materialfestigkeit, wobei 
man an einen Überschuß für die zu erwartende Biegung zu 

') „Beiträge zur Theorie und Berechnung der vollwandigen Bogentr&ger 
ohne Scheitclgelenk." Wilh. Ernst jt Sohn, BerUn. 
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denken hat und im allgemeinen einen etwas höheren Sicherheits- 
grad als bei Decken annimmt. 

In vielen Fällen gelangt man zu den zugrunde zu legenden 
Stärken auch durch Vergleich des Entwurfs mit anderen 
ausgeführten Bauwerken, über welche ja weitgehende Auf- 
zeichnungen vorliegen. Dieser Weg ist in der Praxis sehr beliebt. 

Schließlich sei noch ein Bemessungsverfahren von 
Prof. Morsch erwähnt, welches im Betonkalender unter dem 
betreffenden Kapitel aufgeführt ist; es setzt jedoch den Spezial- 
fall gleichmäßiger Überschüttung des Gewölbes bi« zur 
Fahrbahn voraus. 




Es sei noch der Ansicht vorgebeugt, als liege der Sicherheits- 
grad eines eingespannten Eisenbetongewölbes in einer über- 
reichlichen Bemessung. Im Gegenteil ist klar, daß die Elasti- i 
zität mit der Stärke abnimmt. jGeringe Nachgiebigkeiten im Bau- 
grund, Temperaturschwankungen oder Schwinderscheinungen wird 
ein schlankes, biegsames Gewölbe leichter ertragen können als die 
starre Masse eines schwer gehaltenen Gewölbes. 

Alle besprochenen Umstände müssen beim Vorentwurf 
reiflich erwogen werden, damit die nachfolgende genaue, 
Überprüfung nach der Elastizitätstheoric möglichst gleich bei 
der ersten Berechnung die gewünschten und auch 
zulässigen Resultate der Spannungen zeitigt, und eine 
Wiederholung der zeitraubenden Rechnung auf Grund verbesserter 
Annahmen möglichst erspart bleibt. 
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m. Die Berechnung nach Prol. Morsch. 

Eb sei nun auf das von Prof. Mörsohi) gegebene grund- 
legende und bisher am meisten verbreitete Verfahren näher ein- 
gegangen*). 

Im großen und ganzen sind in der Berechnmig folgende 
Abschnitte zu unterscheiden. 

1. BereehnoBg der drei etatisch uobestimmteD GröSen H, V 
nnd M, welche sich in nichts von den gleichnamigen Größen 
des in Kapitel XXV behandelten eingespannten Rahmens und des 
in Kapitel XLIV, Seite 353 u. f., erläuterten eingespannten Gewölbes 
als Dachkonstruktion unterscheiden. Die .betreffenden Seetim- 
mungsgleichungen lauten also nach Sonderabdruck Seite 2 C™it 
den Bezeichnungen von Prof. Morsch, der für unseren bisherigen 
Buchstaben t den Buchstaben i und für unser e den Buchstaben x 
gebraucht): fM^.yds „ . '^JV- '''-[- 



X==H: 



/^ 



Fr^\' 



'da 



wobei gegen die angezogene Stelle aus Kapitel XLIV der Einfluß 
der Zugstange herausfällt; 

] J 
fds 

rj 

wobei gegen früher der Einfluß ui^leichmäßiger Erwärmung zu- 
nächst weggelassen ist. 



*) „Berechnung von eingespaimteii Gewölben", Sondei;abdnjok der Sohweise- 
rischen Bauzeitimg (auch ttnszugsweiee wiedergegeben im BetonkaJender). — Die 
Itfonatssclirift Ann. Beton bringt in Heft4, 1918 einen Aufsats „Beobachtungen 
bei der statischen UnterBuchung eines engespannten EisenbetoDgewölbee" von 
Dr.-Iog. Kunze, der auf die ZweckmäBigkeit des Verfahrens von Prof. Hörsch 
erneut hinweist. 

■) Dr. teohn. Robert Schönhöfer gibt in seinem Buche „Statische ünt«!- 
Ruchung von Bogen- und Wölbtragwerken" auf denselben Voraussetzungen wie 
Morsch neuerdinga ein ebenfalls bequem anwendbares Verfahren, das den Lesern 
nach Studium diesee Kapitels ohne weiteres verständlich sein wird; ee l&ßt Äoh 
anoh auf Rahmen mit stark wechselndem Trägheitsmoment anwenden. 
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Zu den Darlegungen auf Seite 1 des Sonderabdrackeß sei 
noch bemerkt, daß es sich auch hier wie bei allen früheTen Be- 
rechnungen nicht um die tatsächliche Berücksichtigung 
einer Formänderung bandelt, sondern lediglich um die An- 
wendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen, wobei, wie 
wir wissen, die unbestimmten Größen mit Umgehung der Be- 
rechnung der Formänderungen gefunden werden. Der 
Kämpferquerschnitt wird — zur Wiederholung — in jeder Be- 
ziehung als starr vorausgesetzt. 

2. Die Deutung der Integrale und danach die Aufstellung neuer 
Gleichangen für H, V und M, wonach für eine wandernde 
Last 1 sowohl die analytische als auch die graphische Berechnung 
der EinfluOordinaten gezeigt wird mit Hilfe der s<^namiten 

w-Gewichte, dw= j- bzw. wj= ,-. In diesem Abschnitt 

liegt der wesentliche Unterschied zu den früheren 

Berechnungen, insofern der ständige Wechsel des Trägheitß- 

momentes berücksichtigt wird^). Führt man nämhch in die oben 

de 
angegebenen drei Bestimmungen für -i- die Bezeichnung dw ein 

(von Prof. MöTsch auf Seite 2 des Sonderabdruckes als elasti- 
sches Gewicht bezeichnet, womit man sich die Bogenachse be- 
lastet zu denken hat), so lauten sie ' i 



JM^-dw-y + E-. 



■l 



.h 



dw-^ 



(dl 



fdl 



Zieht man endhoh nicht die Differentiale dw, jiondem endliche -^ ^^ » 
Teilstücke der Bogenachse in Betracht, setzt also anst^tou) 

1) Vgl. das schon genannt« Buch Dr.-Ing. Max. Bitter, „Beitil^e . . .", 
Seite 12 kürzeres Verfahren, wenn OeaetzmäOigkeit der Gew61befonn vorliegt. 
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, wobei s ein solches Teilstüch bedeutet, so 

ist bei vorläufiger Weglaasung des Temperaturgliedes im Zähler 
von H: 

^w-y-y + ^y- Zy^» + ^-p 

wobei also für w; ■ y zur Abkürzung einfach Wy und für w ■ x 
einfach wij gesetzt ist (vgl. Sonderabdruck S. 3). 

Die weitere Deutung der so umgeformten Bestimmungs- 
gleichungen und die daran auBchließende Benutzung derselben 
zur zeichnerischen Ermittlung der EinflußUnien für H-, V und M 
wird später in einem ausführlichen Beispiel gezeigt werden. 
Liegt danach H, V und M dann für einen bestimmten Be- 
lastungsfall fest, und bezeichnet M^ dos Moment für einen 
bestinunten Punkt (a:, y) des Freitrögers, so ist der wahre 
Wert seines Momentes für das dreifach statisch unbestimmte 
System gegeben durch die Gleichung 

JSfi = Jtfo + M~H-yt -V-x; 
wobei auf die Vorzeichen von x und y zu achten ist. 

3, Die Verwendung der gewonnenen GintluBlinien für H, V 
und M zur Bildung von EinllnSlinien lür Kempnoktmomente nach 
der Gleichung 

Mi = M^ + M-H-yi-V-x. 

Über die Zweckmäßigkeit derartiger Einflußlinien 
(die bekanntUch für efne wandernde Last I zu berechnen sind) 
sei folgendes erwähnt: 

Bei gewissen Bauwerken nüt geringerer Verkehrslast kennt 
man die un^nstigsten Laststellungen, die im Scheitel, Kämpfer 

und in die größten Momente erzeugen, im voraus, und man 

kann sich deswegen die Berechnung der EinfluQlinien für die 
Kempunktmomente ersparen und die ermittelten E^iflußlinien 
für H, V und M direkt benutzen. 
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Bei größeren Bauwerken und verhältnismäßig auch größeren, 
sich über groSe Läi^en verteilenden Verkehrslasten (Eisenbahn- 
brücken) wird man aber zur Konstruktion der Einflußlinien 
für die Kernpunktmomente echreiten müssen, um die maxi- 
malen Einflüsse der Verkehrslast etwas genauer zu erlUlten, sich 
aber in der Regel auch auf einige Querschnitte dabei beschränken 
können. 

Bei Gewölben, die durch Pfeiler belastet sind, wird man 
natürlich nur für die Querschnitte, wo die Pfeiler aufstehen, 
die Einflußlinien für die Kempunktmomente konstruieren und 
zum Schluß beachten, daß die Einflußlinien von Pfeiler zu Ffe il^ 
geradlinig verlaufen*) (vgl. auch Abh. Morsch, Seite 4 linkgy 

Im folgenden Beispiel wird auch die Ausrechnung einer EinÄ^-r-l, ^ 
flußlinie für ein Kempunktmoment gezeigt werden. •x'^'rA 

4. Die Berüekeiehtigong der Formändernng dos Gewölfoee, der 
wichtigste Abschnitt in der Abhandlung*), 

Wir haben die Bogenmittellinie mit der Drucklinie für Eigen- 
gewicht zusammenfallend vorausgesetzt, so daß theoretisch durch 
Eigengewicht nur reine Druckspannungen erzeugt werden müßten. 
Durch die erheblichen Normalkräfte (namentlich bei flachen Ge- 
wölben) tritt nim aber beim Ausrüsten des Gewölbes eine Ver- 
kürzung der BogenachBe ein, so daß diese äich nicht 
mehr mit der Drucklinie deckt und Biegungsspan- 
nungen hervorgerufen werden. 

Die Drucklinie nimmt also innerhalb des Gewölbes infolge 
der Senkung desselben eine andere Lt^e an, da die Verkürzung 
der Bogenachse die Deckung der MittelUnie und der Stützlinie ■ 
ausschließt. Es stellt sich nämhch eine sogenannte Minimal- 
stützlinie ein, die im Kämpfer durch deiji unteren Drittelpunkt, 
im Scheitel durch den oberen Drittelpunkt verläuft. Es leuchtet 
ein, daß infolgedessen am Kämpfer, der an und für sich starr 
bleibt, eine Vermehrung der Druckspannungen an der iimeren 
Leibung, im Scheitel eine solche an der äußeren Leibung eintritt. 

Während sich die Senkung in 'keinem Falle ver- 



^) Ableitung Anhang, EinflnBlinienlebrc, Absatz i. 

') Berichte über Gewölbe- BxpansionsTerfabren, das hei gröDcren Bauwerkon 
der Entstehung Von Nebenspannungcn (durch die Bogenverkürziuig, die Nach- 
giebigkeit des Lehrgerüstes und des Baugrundes sowie die Temperatureinflüsse) 
vorbeugen soll, in: Der Brückenbau 1913, Heft 24; Wege, und Waeaerbau-Zrit- 
Bchrift 1914, Nr. 8; Beton u. Eisen 1914, Heft 1; Deutsche Bauzeitung 1014, 
Nr. 18; desgl. lOin Nr. 8 u. 9; Am. Beton 1917. Hott 3 u. 4. 
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(meiden läßt, wäre die dadurch hervorgerufene Differenz zwisoh«i 
/Bogenochse und Drucklinie dadurch abwendbar, daß in Scheitel- 
\und Kämpfermitte provisorißche Gelenke ausgeführt werden, 
( welche nach der Setzung des GJewÖlbes und völliger Aufbringung 
I der ständigen Last nach geraumer Zeit wieder zu vergießen wären. 
I In diesem Falle dürften Biegungsspannungen infolge Eigengewicht 
vöUig auBgeschlofisen werden können. In der Tat gibt es eine 
d^artige Äi^führui^, und zwar bei der Stubenrauchhrücke über 
die Spree zwischen Nieder- und Oberschöneweide (siehe Hand- 
buch f. E., Bd. VI). Wenn auch derartige Gelenke sich ent- 
sprechend ihrer vorübergehenden Aufgabe konstruieren lassen, so 
bedeuten sie doch inunerbin eine wesentliche Verteuerung 
des Bauwerkes, wie sie die bleibenden Gelenke in Stahl oder 
Beton bei förmÜchen Dreigelenkbc^enbrücken in erhöhtem Maße 
bewirken. 

Man zieht es demgegenüber vor, von vornherein 
mit den durch das Eigengewicht allein schon hervor- 
gerufenen recht erheblichen und unvermeidlichen Bie- 
gungsspannungen zu rechnen. 

f Selbstverständlich würde anch eine Überhöhung des Ge-' 
wölbes g^enüber der beabsichtigten Form die. Verschiebung 
zwischen Drucklinie und Bogenachse nicht verschwinden lassgn^. 
.sondern höchstens zur Innehaltüng einer genauen Höhen - 
'ordinate" des Gewölbescheitels dienen können.^ Ea ist eine 
' natürliche Erscheinang, daß sich bei dem freiwerden- 
den Gewölbe eine Minimalstützlinie einstellt. Wir 
'finden damit die alte Stützlinientheorie bestätigt, wonach 
man ein Gewölbe als stabil betrachtet, wenn eine Minimalstütz- 
linie für Vollbelastimg (durch den oberen Drittelpunkt Ües Schei- 
tels und durch die unteren Drittelpunkte der Kämpfer oder der 
Bruchfugen) möglich ist. 

Der Abschnitt lehrt also, daß die im Schwerpunkt des Kämpfer- 
querschnittes angreifenden Reaktionen JS, und V„ welche der 
mit der Bogenmittellinie zusammenfallend gedachten Stützlinie 
für Eigengewicht entsprechen, nicht die richtigen Äuflager- 
krfifte des eingespannten Bogens bei Eigengewicht sein 
können, denn wir zeichnen diese Stützlinie ja durch die Mitten 
der Kämpfer und Scheitelfugen, während sie sich in Wirklichkeit 
gegen diese verschiebt. Wir können aber gewiß die aus der Stütz- 
linie für Eigengewicht gewinnbaren theoretisch überall gleich- 
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mäßigen Freseungen beibehalten, wenn wir die durch die 
Verschiebujig der Stützlinie eintretenden Biegunge- 
spannungen hierzu addieren. Dieae Trennung ist auch in 
den ursächlichen Kräften durchzuführen: während H, und Y, 
— in der Mitte der Kämpferfuge angreifend ~ oder deren Re- 
sultierende die Veranlassung für die überall gleichmäßigen Pres- 
sungen sind, werden im Schwerpunkt des Systems (der bekannt- 
lich mit dem Auflager in starrer Verbindung gedacht ist) drei 
Ergänzungskräfte H,, F, und M, wirkend gedacht, die als 
Ursache für die eintretenden Biegungsbeanspruchungen anzusehen 
sind (vgl. Abhandlung Morsch, Seite 4). Prof. Morsch zeigt, 
daß bei den gemachten Voraussetzungen V, und M, zu Null 
werden, so daß nur H, als eigentliche Ursache der Bie- 
gung sspannungen auftritt, also ein Zusatz schuh (der 
seinem Vorzeichen nach minus wird, vgl. später). Hieraus folgt 
ohne weiteres, daß wir die unter 2. und 3. erwähnten Einfluß- 
linien nicht zur Berechnung des Einflusses des Eigen- 
gewichtes benutzen können; es würden sich damit die Bie- 
gungsmomente überall zu Null ergeben müssen, da ja die Einfluß- 
linien sieh lediglich auf die starr gedachte Form des Qewölbes 
beziehen und die Mittellinie des Gewölbes nach der 
Stützlinie für Eigengewicht geformt vorliegen soll. 
Die Eigengewichtsbeanspruchungen werden also nach 
der mit der Bogenmittellinie zusammenfallende(i Stütz- i 
linie (reiner Druck) festzustellen _unii^die_j3ioige^der \ 
zusätzlichen Kraft H, auftretenden Biegungsspannun- 
gen besonder s zu berechnen sein; schließlich sind Nor- 
malspannungen und Biegungsspannungen zu addieren. ] 

Die unter 2. und 3. angezogenen Einflußlinien verbleiben 
also lediglich für die Berücksichtigung der Verkehrs- 
lasten, die gegenüber dem Eigengewicht eine weitere merkliche 
Verkürzung der Bogenachse unmöglich bewirken können, so daß 
die eingerechneten Einflußordinaten für diese volle Gültigkeit 
besitzen (abgesehen von der durch die Fornjänderong bei Ver- 
kehrslast gegenüber Eigengewicht neu hiozokommenden ver- 
hältnismäßig unbedeutenden Änderung der Koordinaten 
der Achsenelemente). 

Der reguläre Berechnungsgaog, Damentlleh größerer W51b- 
brücken, wird demnach folgender sein: 

Das Gewölbe wird n^h dem Verlauf der Stützlinie für ständige 

Schlüter, ElHabetontuu It. 24 



□ igilizedby Google 



:i7{) 

Last durch die Mitten der Scheitel- und Kämpferfugen geformt. 
Mit Hilfe der überall zentriachen Drucklinie wird dann die gleich- 
mäßige Beanspruchung für die gesamte ständige Last nach der 
Gleichung 

_ _ P 
"0 - ". - f 

berechnet. 

Diese Berechnung liefert auch graphisch oder analytisch (siehe" 
Gmündertohelbriiclte) die Größe des Horizontalschubes H,. Mit 
H, wird dann der Ergänzungsschub Ht berechnet, 

■ »■■('; 

'••'•da 



____ _(_y__ _^_ 



wobei die einzelnen Integrale aus der Berechnung der statisch 
unbestimmten Größen H., V und Jtf" her schon bekannt sind {siehe 
die Ableitung von H„ Abhandlung Morsch, Keite 5). 
Demnach ' 



Wir stehen hier das erstemal vor der Bestimmungsgleichung 
einer statisch unbestimmten Größe, die auf der. rechten Seite eine 
(in diesem Falle mit Hilfe des Stützlinienverfahrens) vorans- 
berechnete Kraft (.ff,) als Faktor enthält. Die Gleichung ist 
eben aus der wirklichen Berücksichtigung der tatsäch- 
lich eintretenden Deformierung (Zusammenpressut^ des 
Gewölbes) entstanden. Da ff, negativ ist, so erzeugt es im 
Bogenteil unterhalb der a^-Achse negative Biegungsmoraente mit 
Druckspannungen an der inneren Leibung und Zugspannungen 
im Gewölberücken, im Bogenteil oberhalb der a;-Achse dagegen 
Druckspannungen sm Gewölberücken und Zugspannungen an der 
inneren Leibung (vgl. Abhandlung Morsch, Seite 5). Durch H. 
tritt also die beschriebene Verschiebung der Drucklinie ein, so 
zwar, daß sich die ursprüngliche Drucklinie mit der verbesserten 
auf der a;- Achse schneidet; denn in dem Punkt der Gewölbe- 
achse, welcher auf die a:-Achse fällt, muß das Biegungsmoment 
infolge H, zu Null werden. 
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Abgesehen von einer nach der oben angegebtnien Weise 
möglichen genauen Berechnung von H, gibt Schaechterle') 
folgende Annäherungsfornieln dafür an: 

Für parabolische Gewölbeachse und J ■ cosi^ = •'i (Abb. 370) 
wird mit der Scheitelstärke rf« und der Stichhöhe / 

(-r 

Liegt //, fest, so berechnen sich die dadurch bedingten Rand- 
spannungen sehr einfach aus den Kemmomenten zu 



//,- 



■ H,. 



(vgl. Abhandlung Morsch, Seite .5). so dalJ aus Normal- und 
Biegungswpannungen zusammen die Oesamtspannungen 




infolge ständiger Last feststellbar sind (siehe Abhand- 
lung Morsch. Tabelle Seite 5 mit dem nachfolgenden Absatz). 

(Die provi.-ior Ischen (Je lenke können gegebenenfalls 
auch dazu benutzt werden, einen anfänglichen Spantiungs- 
zustand zu erzeugen in der Weise, dali dadurch den später auf- 
tretenden Spannungen durch Nutzlast und Temperaturemiedrig\ing 
von vornherein entgegengearbeitet wird.] 

Nach Schaechterle erhält man auch näherungsweise das 

') „Beitrüge zur Theorie und Jit-rechnung der clftfltiBchcn Biifien, Bogen- 
»tellungPii und mehretieÜgeii Rahmen." W, Ernst 4 Sohn. 

') Berechnung der Randapannungcn mit Hilfe der KempunktmomenU-. 
siehe da« Kapitel: „Das Kernpunkt verfahren in der (Jewöibeberechnung" in 
Schlüter: „ Eisen beton bau : Säule und Balken". Verlag von Herrn. MeiiOer, 
Berlin, .anzeige am SehlulJ. 

24 
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durch H, hervorgerufene BiegungBmoment unter den gleichen 
Voraussetzungen wie vor im Scheitel zu 



im Kämpfer zu 



M = 



•H., 



im Kämpfer also den doppelten Betrag des Scheitelmomentes. 




Die entsprechenden Spannungen folgen mit H, = a,- F, für den 
Scheitel aus 

15 de 

.=+ ^-1 ■.. 

und für die Kämpfer aus 

_ 15 Ä 

° =+TT'°'- 

wobei d'i die Vertikalprojektion der Kämpferstärke bedeutet 
(Abb. 371). Zu diesen Spannungen wären also die Nor- 
malspannungen zu addieren. 

Sind nunmehr die Spannungen infolge Eigengewicht fest- 
gelegt, so folgt mit Benutzung der Einflußlinien für H , V und M 
die Feststellung der durch Verkehrslast hervorgerufenen Biegunga- 
momente, schließlich die zugehörige Spannungsermittlung. 

5. BeriickBichtignng der Temperatur- und SchwindeintlüBse*). 
(Vgl. hierzu die schweizerischen Vorschriften 'Artikel 5.)') 

') VoTschriften darüber in den neuen deutschen BeBtimmungen vom 13. Jan. 
1916, 3 15. — Beachte dazu: Aufsatz über „Wärmeeinflnß und Wärmebeobach- 
tungen bei Betongewölben" von Dr.-Ing. Schüroh, Ann. Beton 1916, Heft 10, 
11 u. 12. 

*) Beachte hierzu die neue Verordnung betreffend Eisenbetonbauten auf 
den schweizerischen Bundeebahnen vom 26. Nov. 1915, Art. 1, Ziffer d. Dieae 
Verordnanf ist in Beton u. Kiaen 1916, Heft 2/3 mid 4/5 näher beBprochen. 
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Die einzige, durch gleicbnütßige Temperatureinflüsse hervor- 
gerufene, statisch unbekannte Größe ist — wie schon unter Ab- 
schnitt 4 in den Formeln gezeigt — der Horizontalschub. Der 
Temperaturschub ist abo für sich 

E-a-T-l. S-a-x-l 



fdw.y'+f^ Z-^.y^+ZJr 



(vgl, Abhandlung Morsch, Seite 6). (Bezüglich deri von Prof. 
Morsch weiter besprochenen ungleichmäßigen Erwärmung 
des Gewölbes und der damit zusammenhängenden Be- 
anspruchungen sei auf den betreffenden Abschnitt des Sondei- 
abdruckes Morsch, Seite 6 verwiesen.) 

Der lineare Wärmeausdehnungekoeffizient beträgt etwa a = 
£ = 0,000012. 

Da das Schwinden dieselben Folgen zeitigt, wie eine 
W&rmeschwankung, so kann es durch die gleiche Rechnung 
berücksichtigt werden, die für Temperatur gilt. Das Schwindmaß 
beträgt 0,00025; es entspräche das einer Temperatoremiedrigung 

von t = nnnnt a = 20 C. Es Ware aber nicht gerechtfertigt, das 

, Schwinden als Ursache für Biegungsspannungen mit einem so 
hohen Betrage zu berücksichtigen, weil es sich kurz nach dem 
Abbinden des Betons vollzieht und infolge der stückweisen 
Betonierung des Gewölbes (die mit Eücksicht auf möglichst gleich- 
zeitige und allmähliche Belastung des Lehrgerüstes bei allen 
größeren Gewölben erfolgt) nur sehr wenig zur Wirkung gelangen 
kann. Man kann daher von der Berücksichtigung von 
Schwindspanuungen absehen, wenn ein Gewölbe in ein- 
zelnen Lamellen betoniert wird. 

Artikel 6 der schweizerischen Vorschriften bemerkt 
hierzu: ,,Bei Berücksichtigung dieser Einflüsse dürfen die zu- 
läsfiigen Spannungen für Temperatur allein um 20%, für Tem- 
peratur und Schwinden um 50Yo überschritten werden, wo- 
bei als äußerst« Grenze die Eisenspannung von 1600 kg/cm* und 
die Betonspannung von 70 kg/cm^ einzuhalten sind. 

Es verbleibt also nur die Berücksichtigung der Temperatur- 
schwankungen. Allgemein können diese sich nur dann bemerk- 
beir machen, wenn es sich um langandauemde Frost- oder Hitze- 
perioden (mittlere Monatstemperaturen) handelt. Denn nur dann 
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kaim irlk' zu fintT Längenäiidcruiig erforderliehe iriiiteinptTieruiig 
des C^wötbew bi« ins Innere hinein eintreten. Der Grad der Be- 
einfhitwung hängt natürlich auch mit von der Stärke des Gewölbes 
ab. Schwächere Gewölbe ( Eisen betongewölbe) werden schneller 
uintetnpertert werden können alw atärkei-e (Betongewölbe). Da 
ferner allgemein Biegungsmomente um so eher zu Zugspannungen 
führen können, je geringer die gleichzeitig auftretenden Normal- 
kräfte sind, so werden leicht gehaltene oben freie ElBenbeton- 
gewölbe bei Wärmeschwankungen bedeutend mehr auf Zug be- 
ansprucht werden können alw gleich weit gespannte überschüttete 
Gewölbe, welche ohnehin gegen da^ Kindringen der Lufttemperatur 
besser geschützt sind. Ebenso verhält es sich mit der Wirkung 
der VerkehrsJast bei leichten oder schweren Gewölben. Anderer- 
seits muß auch noch bedacht werden, daß der Einfluß der Ver- 
kehrslast um so mehr in die Wagschale fällt, je kleiner die Spann- 
weite ist (je kleiner nämlich die Normalkräfte sind), 

Im Verhältnis zu den durch die Verkehrslast hervorgerufenen 
Biegungsspannuiigen werden also die Temperaturspannungen 
um so mehr bei der Bemessung berücksichtigt werden müssen, 
je kleiner die Spannweite und je leicliter die Kon- 
struktion gehalten ist. 

Genau so wie die eintretende V^erkürzung der Bogenachse bei ■ 
abnehmendem Pfeilverhältnis ein Anwachsen des Zusatzsehubes H, 
mit sich bringt und damit auch größere Eigengewichtsbiegungs- 
spannungen, genau so wird femer auch der Einfluß der 
Temperatur bei flachen Gewölben stärker ins Gewicht 
fallen. 

Die Biegungsspannüngeii infolge des Eigengewichts und der 
Temperaturerniedrigung wurzeln eben beide in der gleichen Ursache, 
in der Verkürzung der Bogenachse; und mit einer Temperatur- 
verminderung ist, wenn wir von Wärmeschwankungen sprechen, 
im wesentlichen zu rechnen, da die meisten Gewölbe in den 
Sommermonaten hergestellt werden. 

Dr.-Ing. K.W. Schaechterie bemerktjin seinem oben an- 
gezogenen Buch über diesen Zusammenhang, daß die Verkürzung 
der Bogenachse infolge der Normalkräfte im großen Durchschnitt 

mono '^'^''^ß*' ^^'^ ^*'^ ^'"^ solche Verkürzung bei einer Tem- 
peraturerniedrigung um 10« C ebenfalls eintreten würde. Er- 
fährt also das Gewölbe nach seiner Aufstellung eine Temperatur- 
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erhöhutig um 10* C, so würden dadurch die durch Kigengewicht 
bedingten Biegungsspannungen wieder aufgehoben werden, und 
die Drucklinie deckte sich wieder mit der Bogenachse. Folgt 
dann noch eine Erhöhung um weitere 10" C, so erhalten wir 
das zugehörige Reeultat an BiegungsBpannungen, wenn wir die 
für die Verkürzung infolge Eigengewicht festgesetzten Biegungs- 
spannungen bezüglich ihrer Wirkungslage im Querschnitt einfach 
umkehren. 

Die Eigengewichtsbiegungsspannungen werden also, Wenn 
die Aufstellungstemperatur bestellen bleibt, gleich nach dem Aus- 
rüsten voll auftreten. Beträgt nun die Aufstellungstemperatur 
-j-lCC, so werden sich die Biegungsspannungen infolge Eigen- 
gewicht" gewissermaßen wieder wegheben, wenn die Temperatur 
nach dem Ausrüsten auf 20" C steigt und längere Zeit so anhält ; 
sie würden jedoch eine Verdoppelung erfahren, wenn das Thermo- 
meter für längere Zeit bis auf 0" und eine Verdreifachung, wenn es 
bis auf — 10"C herabginge usw. Wenn dann später im^öommer 
wieder 20* C Wärme erreicht werden, so würden alle Biegungs- 
Rpannungen, abgesehen von der Verkehrslast, wieder gleich Null 
werden. 

Nun können wir bei mitteldeutschem Klima im allgemeinen 
mit Maximaltemperaturen von +25" C und — 15''C rechnen. 

Ferner können wir, wenn nicht außerordentliche Verhältnisse 
die Herstellung des Gewölbes bei schon niedriger Frühlings- oder 
Herbsttemperatur erfordern, die Innentemperatur des Bauwerkes 
bei der Herstellung zu etwa 4-10** bis 15" C voraussetzen (allzu 
groQeo Wärmeeinflüssen bis etwa 25* (J muß ein frisch betoniertes 
Gewölbe sowieso durch Abdecken und Feuchthalten entzc^en 
werden). Wir haben unter diesen Umständen dann nur außer 
den Eijgengewichtseinflüssen noch mit einer Tempera- 
turerniedrigung von + 10 bis — 15 = 25" C oder + 15 bis 
— 15 = 30" C zu rechnen. 

Eine Temperaturerhöhung auf 20 bis 25" C können wir 
außer acht lassen, denn diese würde nur die Eigengewichts- 
biegungsspannungen wieder aufheben. 

Die Temperaturausdehnungskoeffizienten bzw. Verkürzungs- 
koeffjzienten betragen 

für Beton etwa 0,000009, 
für Eisenbeton etwa 0,000012. 
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Die Elastizitätsmodule betragen 

für Beton etwa 130-180000 kg/cm ^ 
für Eisenbeton etwa 200-250000 kg/cm'' ') 
(siehe Schaechterle). 

6. Allgemeine Sehlußbemerbungen. 

Nach diesen Erläuterungen dürften die Gesichtepunkte, die 
beim Gebrauch der Gewölbetheorie zu beobachten sind, klar- 
gestellt sein. Im allgemeinen ist nocb. hinzuzufügen, daß, wenn 
es überhaupt ai^ezeigt erscheint, Eisenbetonkonstruktionen nach 
Stadium I zu berechnen, dies bei eingespannten Gewölben in 
erster Linie gefordert werden kann. Wir haben im Bahmen 
unserer Betrachtung absolut starre Widerla^r vorausgesetzt; 
ganz angeschlossen ist es jedoch wohl nie, daß, wenn auch nicht 
gerade eine lotrechte, so doch eine geringe wagerechte Nach- 
giebigkeit der Widerlager in Frage kommt; mindestens kann ein 
elastisches Ausweichen derselben vermutet werden. I>ieses 
würde in demselben Sinne wie Eigengewicht, Temperaturemiedri- 
gung und Schwinden wirken und die entsprechenden Zugspan- 
nungen unten am Scheitel und oben an den Kämpfern noch 
weiter erhöhen*), so daß bei den immer vorauszusetzenden 
ungünstigsten Verhältnissen die Beanspruchung der Zug- 
eisen sieh so weit der Streckgrenze nähern könnte, daß Zugrisse 
im Beton auftreten. Man wird also die ungünstigst beanspruchten 
Querschnitte auch unter der Annahme nachprüfen müssen, daß 
der Beton an der Aufnahme der Zugkräfte voll be- 
teiligt ist, wie es die „vorläufigen Bestimmungen für das Ent- 
werfen und die Ausführung von Ingenieurbauten in Eisen- 
beton im Bezirke der Eisenbahndirektion Berlin" (siehe Beton- 
kalender) verlangen. 

Nur bei weit gespannten armierten Brücken kann^^hin und 
wieder die Rücksicht auf Druckspannungen für die Bemessung 
der Querschnitte allein maßgebend sein. Man unterscheidet 
demnach Z-GewÖlbe und D-GewöIbe. Was über die Eigenarten 

') Nach I 16. Ziffer 1 dor Beatimmungen Tom 13. Jan. 19)6 itt 
fi = 210 000 k(r/cm» zm setzen. 

*) Deutsche Eauzeitong, Mitteilitngen 1919, Nr. 5 bringt einen Aufsatz 
von Dr.-Ing. Gilbrin: „Faustformeln zur Berechnung der größten Znsatz- 
momente in statisch unbetrtimmten BageobrSgem", der handliche Formeln zur 
Berücksichtigung der StärnnganiBachen (Schwindeiacheinnngen, Wärmeände- 
rungen. Ausweichen der Widerlager. Verkürzung der Bogenachse durch die 
Hormalspannnngep) hinsichtlich der auftretenden Zusatzmomento enthält. 
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der nach dieser UnterscheiduDg mißlichen Auaführungsformen zu 
st^en ist, möge im Schaechterle, S. 19 usw. nachgelesen werden. 
Ein vollstärndigee Beispiel für die Durchführung der Berech- 
nung einer eingespannten Bogenbriicke mit Berücksichtigung aller 
im Vorstehenden näher besprochenen Umstände hat uns Prof. 
Morsch in der Beschreibung der „Gmündertobelbrücke bei 
Teufen im Kanton Appenzell" gegieben (Sonderabdruck der 
Schweizerischen Bauzeitung), so daß wir dieselbe in jeder Be- 
ziehung als Muster hinstellen können. Da dort die analytische 
Einrechnung der GinfluBlinien für die statisch unbestimmten 
Größen und auch die Momentenbestimmung mit Hilfe der be- 
sonders eingerechneten Einflußlinien für die Kempunktmomente 
erfolgt ist, so führen wir im folgenden noch ein anderes 
Beispiel vor, welches die namentlich für kleinere Bauwerke 
empfehlenswerte graphische Ermittlung der drei Einfluß- 
linien für H, V und M und die direkte Benutzung 
derselben bei der Bestimmung der Momente zeigen soll. 

Kapitel XLVI. 

VoUständiges Beispiel der Berechnang einer gelenklosen 
Bogenbriicke mit graphischer Ermittlung der statisch 
unbestimmten GröSen H^ V und M und direkter Be- 
nutzung derselben zur Bestimmung der Momente'). 

An Hand der Tafel II soll die genaue Nachprüfung der Span- 
nungen einer gelenklosen Bc^enbrücke" von 21,0 m lichter Weite 
erläutert werden, deren hauptsächliche Abmessungen mehreren 
ähnlich ausgeführten, wegen ihrer Kleinheit von den aus- 
führenden Firmen weniger genau berechneten Bau- 
werken einer Bahnstrecke entnommen sind. Die Belastung der 
Brücke besteht aus Überschüttung einschließlich Pflasterung von 
im Mittel 1,8 t/m^; femer beträgt das Gewicht 

des Eisenbetons 2,4 t/m'; 

des Betons 2,2 t/m*. 
Die Verkehrsbelastung besteht aus einer 20 t-Dampfwalze 
und 400 kg/m*-Menschengedränge. 

') Ein weiteres AnwenduDgabeiBpiel des Mörschschen Verfahrens bringt 
der in Fußnote 1 S. 364 angezogene Aufsatz von Dr.-Ing. Kunze, auch Deutschn 
Bauzeitung 1015, Mitteilungen, Nr. 16: „Berechnung der Bogentragrippen der 
EiBenbahnbrücke über die Saar bei Völklingen". 
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1. itestininiuiig der (jewölbelorm. 

' Wir führen die ganze Berechnung für einen Streifen von 1 in 

Breite durch und legen zunächst nach der unter Abschnitt II 
besprochenen Weise die genaue Mittellinie des Gewölbes nach 
der Stützlinie für ständige Last fest'). Da wir sowieso für die 
Ermittlung der statisch unbestimmten Größen später die Ein- 
teilung in eine Anzahl feilstücke benötigen, so können wit die 
nämliche Einteilung in Lamellen auch gleich bei der jetzt zuerst 
vorzunehmenden Feststellung der Lamellen lasten benutzen. Wir 
wählen 2 ■ 1 1 — 22 gleiche Teile von der I^änge s = 1 ,00 m (nötig 
ist es nicht, daß die Teile gleiche Länge haben). 

Nachdem wir die Stützlinie graphisch mit der Bogenmittel- 
linie in Übereinstimmung gebracht haben, betrafen die einzelnen 
Laniellengewichte : 

Gewichtsstreifen für ständige Last, 
■2,4 + 0,67-3,75- 1,8= 5,6 t 

■ 2,4 4- ü,?.-). 2,65- 1,8= 5,11 
■2,4+0,82.2,15.1,8= 4,59 

■ 2,4 + 0,86.1,70.1,8= 3,90 
.2,4 + 0,92- 1,35- 1,8= 3,41 
.2,4 + 0,94-1,05- 1,8= 2,83 
■2,4 + 0,96-0,80-1,8= 2,34 
,2,4 + 0,97 0,60 ■1.8= 1,96 

2,4 + 0,98 ■0,45- 1,8= 1,66 

■ 2,4 + 0,99-0,37. i,8= 1,51 
O„^|,0.0,35 ^2,4+ l. OO^O.aS- 1.8= 1.47 

iVÖ= 34,38 t 
Die für den Entwurf nötigen mehreren Kräftepläne und 
.Stützlinien bis zur Gewinnung der definitiven Form und der 
definitive Kräfteplan sind auf Tafel II nicht wieder- 
gegeben. 

In den drei Querschnitten, welche wir hauptsächlich unter- 
suchen wollen: im Srficitel, im Kämpfer und in (nur links) 
betragen nach dem Kräfteplan die zugehörigen Normaldrücke. 

') Mit (licsiT t;ruiidlH(ic wi-ichcn wir von der XMchpriifung der Totliegendcii 
(ii'wölbo in-^ofern ab. hI-i cr nicht fottsteht, daß ihre Mittellinien nach den Stütz- 
Knien für die ittftn'li);e Last geformt worden xind. Ei ist abo leicht möghch. dall 
die nachfolgend berechneten Spannungen in WirkÜellkeit wesentlich Überschritten 
werde». 
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Quersiihnitte und gleichiiiäßigeii Druckapaimungen (wenn die 
Querschnitte aus der später folgenden Zusammenstellung eut^ 
nomraen werden): ' 



Xormuldrurk I \ «""«^J«"*" * 



■ Spannung- j in kg/ci 



Scheitel 
Kampfer 



Diese Pressungen erscheinen uns zunächst recht niedrig; es 
mag ein weniger gutes Material verwendet worden «ein. Zu be- 
achten bleibt aber, daß bei kleineren Bauwerken die Einflüsse 
der Verkehrs lasten mehr ins Gewicht fallen als bei größeren, so 
daß wir erst nach Feststellung der Gesamtspannungen ein Urteil 
über die ausgeführten Stärken abgeben können. Bei größeren 
Bauwerken pflegt man jedenfalls mit der Grundspannung höher 
hinaufzugehen (zu etwa 15 kg/cm*) und auch dafür zu sorgen, 
daß diese in allen Fugen möglichst gleich ausfällt. 

Bevor wir nun He feststellen können, um damit, die Eigen- 
gewicbtsbiegungsspannimgen festzulegen, müssen wir zunächst 
schreiten zur Konstruktion der 

2. Einflußlinien der statisch unbestimmten OröHen für //, T und JH. 

u> FeHlleffuiie des Achsen kreuies. 

Wir messen die mittleren Höhen der einzelnen Lamellen des 
Gewölbes heraus und bestimmen damit^die Querschnitte, Träg- 
heitsmomente und elastischen Gewichte w — in folgender Zu- 
sammenstellung (und zwar nur für eine Symmetriehälfte): 

Das Gewölbe hat oben und unten durchweg je 10 Rundeisen 
S mm erhalten mit dem Querschnitt von je 5,03 cni^, zusammen 
also 10,06 cm*. 

Mit m'= 10 (nach den Bestimmungen der Eisenbahndirektion 
Berlin, siehe Betonkalender) beträgt der ideelle Querschnitt der 
Eiseneinlage in m* ausgedrückt 

(10 - 1) . 10,00 = 0U,.J4 cm« -: 0,009054 m=. 
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Mittlerer EiBenbeton- 




Gewichte 


r^ 


Höhe 


querechnitt ia m' 


m* 




H 


in m 






" J 






ft.6 + (n-l). (/. + /;) 


'il"+<'- + «-<—'-(T-)' 




l 


0.70 


0,709;054 


0,029 539 66 


34 


2 


0.»4 


0,649054 


0,022 633 28 


44 


;t 


0,59 


0,599054 


0,017 774 95 


56 


4 


0,53 


0,539054 


0.012 927 93 


77 


■1 


0,49 


0,499054 


0,010 242 30 ' 


98 


6 


0,44 


0,449054 


0,007 442 95 


134 


7 


0,40 


0,409054 


0.005 610 61 


179 


s 


0.3H 


0,389 054 


0,004 81916 


208 


» 


0.36 


0,369 054 


0.004 105 52 


244 


10 : 0,355 


0.364 054 


0.003 938 80 


254 


" 




0.359 054 


0.003 776 63 


265 



Vt^w= 1593 

Hieran schließen wir die graphische Ermittlung des Sohwer- 
punktes der elastischen Gewichte w mit Hilfe des Kräft«ptanes I 
und des zugehörigen Seilpolygons I', was mit großer Genauigkeit 
auszuführen ist. In dem Kräfteplan 1 sind die einzelnen Ge- ' 
Wichte w der Reihe nach aufgetragen worden. Nach Annahme 
w^i = - 34 {3,5ß - 0,64 ) = - 98,94 
w„j = - 44 {2,866 - 0,64 ) = - 97,90 
= - 56(2,27 -0,64) = - 91.28 
= — 77(1,75 —0,64)=-- 85,47 
= - 98(1,30 -0,64)=- 64,68 
= - 134 (0,94 - 0,64 ) = - 40,20 — 478,47 = ^ - 
179(0,64 —0,625)=. 



208(0,64 -0,375)^ 
244(0,64 —0,200) = 
254(0,64 -0,075) = 



2,685 
55,120 
107,36 
143,51 
169,60+478,47 = 



i2LL_ 



eines beliebigen Poles kann die Seillinie Fig. 1' gezeichnet werden. 
Die senkrechte Schwerachse fällt mit der j/-Achse zusammen, da 
ein symmetrisches Gewölbe vorhegt. 

Es folgt nun die Ermittlung der statischen Momente w'y — w^ 
gemäQ den Anforderungen des Abschnittes III unter Nr. 2, was 
ohne weiteres graphisch ausführbar ist, aber wegen grÖQerei 
Genauigkeit in Torstehender Zusammenstellung noch analytisch 
nachgeprüft wird. 

Die Teilsummen entgegengesetzten Vorzeichens müssen gleich- 
groß sein. 
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b) ErndttluDg d«r N«iiDer. 
Nennergröße von H. 

Das erste Nennerglied ^y-Wy läßt sich darstellen als das 
statüche Moment der w-Gewichte bezogen auf die x-Achse und 
wird gefunden mit Kraftpolygon 2 und Seilpolygon 2' (vgl .Morsch, 
Seite 3, linke Spalte). Im Kraftpolygon 2 sind die einzelnen 
Wy-Gewichte dem Vorzeichen nach aufgetragen. Wir finden nun 
'^y-Wg = ny-h^ au8 Polygon 2 bzw. 2' zu 4,25.500 = 2125. 
Das zweite Nennerglied ^ -^ ergibt sich aus folgender Auf- 



^ ■= 1,0:0,649054= l,54i 

Fi 



>a 



-^4 



= 1,0:0,599054= 4,669 



= 1,0:0,539054= 1,865 



„= 1,0:0,499054= 2,044 
F^ 

y- = 1,0 ; 0,449054 = 2,227 

*- = 1,0:0,409054- 2,445 

J,- = 1,0:0,389054= 2,570 

% =1,0:0,369054= 2,710 

Fg 

^- = 1 ,0 : 0,364054 = 2,747 

J- = 1,0:0,359054= 2,785 



^ y =47,932 
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Die Nennergröße Von 

wird genau in derselben Weise gebildet. 

Also zunächst Bildung der statischen Momente tr-x — tr^ 
w,j v^ 34- »,545^- 324,a3 
w^j ^- 4.4-8,825=. 388.30 
iv,^ = 56 ■8.045=: 4.'>0..'52 
jr,^ = 77-7.215= 555,55 
«.,. = 98-6,305= 617,89 
w„ =134-5,375= 720,2r> 
M'^j = 179-4,425= 792,07 
w^g =208-3,465= 720,72 
w,t =244-2,485= 606,34 
i/>^(o— 254- 1,495-: 379,73 
M.V„ = 26-5 - 0..500 = \32.r)0 
5688,40 
Hierzu ist Kraftpolygon 3 und Seitpolygon 3' gezeichnet. 
Mit Hilfe dieser Pläne erhalten wir ^ a- ■ w^ = «^ ■ A, = 1 1,96 - 5000 
= 59800 {siehe Tafel II). 

Den Nenner der dritten Gleichung 

haben wir in der ersten Aufstellung schon bestimmt. 

r) Eriiitttltine dpr Zähler und TollKtändlf^e EinnuBltnlpnKleirhtiiiKrn 
tür H, V und M. 

Siehe zunächst die ohne weiteres verständliche Erklärung 
dazu mit der Angabe über die rechnerische Auflösung Abhand- 
lung Morsch (Seite 3, linke Spalte), wo auch die Erläuterung 
der graphischen Behandlung gegeben ist. 

Für den Zähler von H oder für 



ist das Kräftepolygon Fig. 4 mit derselben Polweite hy wie in 
Fig. 2 gezeichnet worden, nur um 90° nach links gedreht. 

Das zugehörige Seilpolygon ist Fig. 4'. Wir gewinnen nun- 
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:ts;t 

mehr den Zähler durch die unter der Last P liegende Ordinate h 
multipliziert mit A^; es wird also nun H vollständig 
ft/j„ b 



H= 



".^l-^- 



In der letzten Form können wir das SeÜpolygon 4' als Ein- 
fluUlinie des Horizontalschubes // auffassen, so daß derselbe 
jedesmal gefunden wird durch Herausmessen der Ordinate h und 
Division derselben durch ein und denselben Nenner. 
In unserem Falle ist für den Nenner 

n^ =4,250000 

1 .^. s _ 47,932 _ 0,095864 
h^ ' — F ~ 500 ~ 4^345 864 ' 
Demnach ist jetzt stets 

Zähler von V oder 

Hierzu können wir das schon gezeichnete Kräftepolygon 3 
und das Seilpolygon 3' benutzen und erhalten genau so wie vor 
bh^ ^ ft 

Das SeÜpolygon 3' ist also zugleich die £influßUnie tür V; 
wir erhalten in unserem Falle für 

Zähler von M oder 

— ^M^-w= +_^'u>- (a — a:}. 

Dieser wird aus dem Kräftepolygon 5 und dem Seilpolygon 5' 
gewonnen. Machen wir k—^w, was dem Nenner entspricht, 
ao ist 

21» 

(1. h. SeÜpolygon 5' stellt uns die EiDtlulllinie von W dar, iind 
zwar haben wir nur die Länge b unmittelbar herauszuinessen. 
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Nachdem 80 die EinfluQlinien für H, V und M gewonnen 
sind, können wir später damit die Einflüsse der Verkehrslast auf 
die Biegungsmomente feststellen. 

3. Die BiegnogsspaannDgen infolge I^i^ewielites. 
Es ist «■ -ST * 

H.= ^— - (vgl. III. 4) 



29000-47,93 „,„ , 

= — ^-=— 640kir. 

2125+47,93 ^ 

H, erzeugt, wie erläutert, im Bogenteil unterhalb der x-Auhse 
Druckspannungen an der inneren Leibung und Zugspannungen an 
der oberen Leibung, im Bogenteil oberhalb der x-Ächse Druck- 
spannungen im Gewölberücken und Zugspannungen an der inneren 
Leibung. Es ist besser, sich bei der Bestimmung der Zusstzspann- 
nungen hierüber klar zu sein, als auf die Vorzeichen zu achten. 

Anmerkung. Die Bandepannungcn infolge H, ergaben sich vollständig 

nach den auf S. 371 angegebenen Gleiobungen o, = -j — '- J^ , o, = ' - - ' ; 

beziehen wir die Ordinaten y nicht auf Kernpunkte, sondern auf die Mittel- 
punkte der Querschnitte, so wären die Spannungen naofa der Gleichung Og oder 

9, = -g^ + ' ■ SU ermitteln. Wir haben hier der Einf^hheit halber von 

der Festetellnng der Kemweiten zunftchst al^aehen und berechnen die Span. 
nnngen nach der letzten Gleichung mit Vernachlässigung der in diesem Falle 
sehr~geringen Wert« -=-'. 

Wir erhalten am Kämpfer mit y = 330 cm und 

a^ 35^ 
(70 cm Stärke) 
die Biegungsspannungen für den hom<^nen Querschnitt i 

, ^äm^ 

■ W 84400 

in -- mit y= 11 cm (unterhalb der x- Achse) und W= rd. 31000c 
(Stärke in Fuge V 42,0 cm) 

<jo bzw. ö„ = - - -- = 2,03 kg/cm* Zug bzw. Druck; 
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im Scheitel mit y=B64om, W^rd. ZlfiOOcm* 

(Stärke 35 om), 

640-64 , „, , ,r. .. 
= 1,9 kg/cm* Druck, 



21600 
640-64 



: 1,9 kg/cm* Zug. 



" 21600 
Die Oesamtspanuung infolge Eigengewicht wird aleo: 



8,1 + l,e = 10,0 



4,9 — 2,5 = 2,4 
4,9 + 2,5 = 7,4 

und zwar darohwBg Druok. 

4. Die BiegODgSBpannimgen Inlolge der Terkehrslasten^). 

a) Einseitige Verkdirslast. 

Dampfwalze mit Vorderrad in -j, im übrigen auf der Qewölbe- 

hälfte Mensohengedränge. Die Walzenlaaten werden je auf zwei 
Lamellen verteilt, obgleich in Wirklichkeit eine weitere Verteilung 
eintritt. 

LamelleitluteD. 
Es betragen somit die LamellenlaBten auf der linken be- 
lastfiten Seite: 



0, 


0.67 


0,40 


= 0,268 1 










ö. 


1,60 
2 




=.0,80 „ 


0, 


1,60 
2 




= 0,80 „ 


0^ 






— 


0, 


2,65 




= 1,326 „ 


0, 


2,86 




= 1,325 „ 


0. 


0,97 


0,40 


= 0,388 „ 


". 


0,98 


0,40 


= 0,382 „ 


«in 


0,99- 


0,40 


-.0,395,, 


Ol 


1,00 


0,40 


- 0,400 „ 



zusammen = 6,093 rd. 6,1 t. 



>} Ebenlallii mit Vemaohlissignng der gegenflber dem Eigengewioht sehr 
geringen NormalBpannungen gemäß der Anmerkung Seite 384. 
ScbltttaT, EiHabel«Dbau II. 25 
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Statisch unbeBlimmte GrttBen fttr diesen ßelaetun^zuBtaad, 
// = 0,23[O,268- + 0- 0,15 + 0,8- 0,45 + 0,8 • 0,944 +0-1,6 
+ 1,325.2,42+ 1,325.3,33 + 0,388-4,23 + 0,392.5,05 
+ 0,395.5,65 + 0,40-6,0 + + 0+ . . .] = 3,9t; 
K,. = 0,0836[0,268 ■ H,96 + 0- 11,91 + 0,8 ■ 1 1,79 + 0,8- 11,62 
+ 0. 11,31 + 1,325- 10,88+ 1,325. 10,29 + 0,388.9,56 
+ 0,392 ■ 8,66 + 0,395 . 7,62 + 0,40 . 6,56 + + + . . .} 
= 5,25 t; 
Ffi = 6,l - 5,25 = 0,85 t; 
3ft = 0,268-9,55 + 0-8,85 + 0,8- 8,10 + 0,8- 7,30 + 0- 6,45 
+ 1,325-5,60+ 1,325-4,80 + 0,388-4,00 + 0,392-3,30 
+ 0,395 - 2,60 + 0,40 ■ 2,0+0 + + . . . = + 33,29 tm. 
Die Einflußlinie für Mjt ist das Spiegelbild der 3fi,-Linie. 
Mit = 0,40- 1,53 + 0,395 - 1,10 + 0,392-0,78 + 0,388 . 0,53 
+ 1,325 . 0,35 + 1,325 • 0,22 + - 0,124 + 0,8 - 0,06 
+ 0,8 - 0,02 + - 0,01 + 0,268 - = 2,374 tm . 

Berechanng der BiefiiagBiuomeiile und Spauanngen, 
Linker Kämpferquerschnitt. 
x= + 9,86; j/= -3,30; 
M,t,. = M, + M-H^y^ Vx 

= + 33,29 + 3,9 - 3,3 - 5,25 - 9,86 = - 5,68 tm . 
Spannui^en : 



und 


M 

zwar als Zug oben, 


558000 
""84400 
aU Druck 


= 6,6 kg/cm*, 
unten. 




Rechter 


Kämpferquersehnitt. 


^KR 


= lt, + M-H-y 

= + 2,374 + 3,9 ■ 

M 


-V-x 
3,3 - 0,86 
, 686000 


9,86 = 
= 8,12 


-1- 6,86 tm 
kg/cm* 




84400 


(Zug 


unten, Druck oben). 







Scheitel. 
M = M„ + M -H-y-V-x. 
Hier haben wir erst das Jlfg-Moinent zu beetimmen. 
= — (0,268 ■ 9,545 + + 0,8 • 8,045 + 0,8 • 7,215 + 
+ 1,325 . 5,375 + 1,325 ■ 4,425 + 0,388 . 3,465 + 0,39 • 2,< 
+ 0,395. 1,495 + 0,40. 0,5) = - 30,86 tm. 

H = 3,9 t, Fj, = 5,26 t, ift = + 33,29 tm. 
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- = - 0,06 tni ; 
= 2,80 kg/cm* 



Dann wird mit y= + 0,64 und x 
Ma = ~ 30,86 + 33,29 - 3,9 • 0,64 - : 
_ M _ 6000 
"~ W~ 21500' 
(Zug oben, Druck unten). 

Querschnitt in - (links). 

.»/„= —[0,27(9,545- 4,93) + 0(8,825 -4,93) + 0,8(8,405-4,93) , 
+ 0,8 (7,25 - 4,93) + (6,305 - 4,93) + 1,325 (5,375 - 4,93)] 
= - 6,16 tm. 

H = 3,9 t, Vl = 5,25 t, Mi. = 33,29 tm. 
Damit wird, mit y = — 0, 11 und x = + 4,93 : 
.V= -6,16 + 33,29 + 3,9-0,11 - 5,25- 4,93 =+ 1,66 tm 
_ M ^ 166000 
"" »■ ~ 31000 
(oben Druck, unten Zug). 

b) Volte Belastung. 
Dampfwalze mit dem Vorderrad im Scheitel des Gewölbes, 
im übrigen über das ganze Gewölbe Verkehrslast von 400 kg/m*. 

LamellenlaHten. 



= 5,35 kg/cm* 







Linke Hälfte: 




Rechte Hälfte: 


0, 


0,67 . 0,40 = 0,268 


Ol 


Walze = 2,090 


0, 


0,76 • 0,40 = 0,300 


öl 


0,98-0,40 = 0,392 


0, 


0,82 ■ 0,40 = 0,328 


G. 


0,98-0,40 = 0,392 


0. 


0,86 ■ 0,40 ~ 0,344 


0. 


0,97 - 0,40 = 0,388 


0. 


0,92-0,40=0,368 


ö. 


0,96 ■ 0,40 = 0,384 


Gf 


0,04-0,40 = 0,376 


ö. 


0,94 - 0,40 = 0,376 


e. 


0,96 ■ 0,40 = 0,384 


0, 


0,92 . 0,40 = 0,368 




0, 


%' . =1,58 


ö. 


0,86-0,40 = 0,344 


Wate 


0. 


^ . =W8 


G. 


0,82-0,40=0,328 




e, 


-0 


ö. 


0,75 ■ 0,40 = 0,300 




öl 




G, 


0,67 ■ 0,40 = 0,268 




7,618 t 


6,630 t 


Zuaamr 


nen 


7,618 + .5.630= 13,248 1 = 


rd. 13,2.5 t. 
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Da wir also längere Strecken mit der gleichmäßigen Last 
von 0,4 t/m zu belasten haben, so dürfte es sich wohl empfehlen, 
v6n der im Anhang ,rDie Elemente der Einflußlinienlehre" er- 
klärten Lösung Gebrauch zu machen und — anstatt die kleinen 
Teilaummen zu bilden — den Flächeninhalt der Einflußfläche 
durch Substitution geradliniger Figuren zu ersetzen und mit der 
Last pro laufenden Meter zu multiplizieren. 

Indessen sei hier zunächst davon abgesehen, damit der Ge- 
brauch der Einflußlinien klar hervorgeht. 

Statiseta UDbeBämmle GrSBen für diesen B«la§tuiiff»DsUnd. 
H = 0,23 [0,268 • 2 • + 0,30 • 2 ■ 0,15 + 0,33 ■ 2 - 0,45 
+ 0,34 ■ 2-0,04 + 0,37 • 2 • 1,60 + 0,38 • 2 ■ 2,42 
+ 0,38. 2- 3,33 + (1,58 + 0,388) • 4,23 + (1,58 + 0,39) - 5,05 
+ (0 + 0,302} ■ 6,65 + 2,09 ■ 2 ■ 6,0] = 0,23 • 52,17 = 12 t ; 
Vj. = 0,0836 [0,27- 11,96 + 0,30- 11,91 + 0,33- 11,79 

+ 0,34 . 1 1,62 + 0,37 • U,31 + 0,38 • 10,88 + 0,38 ■ 10,29 
+ 1,58-9,56+ 1,58-8,66 + + 2,09-6,56 + 2,09-5,4 
+ 0,40-4,34 + 0,39-3,30 + 0,39-2,40 + 0,38- 1,67 
+ 0,376-1,08 + 0,37.0,65 + 0,34-0,34 + 0,33-0,17 
+ 0,3 . 0,05 + 0,27 - OJ = 0,0836 . 86,093 = 7,3 t ; 
F„ = 13,25 --7,30 = 5,95 t; 

Ml, =0,27.9,55 + 0,30-8,85 + 0,33.8,10 + 0,34-7,30 
+ 0,37 - 6,45 + 0,38 - 5,60 + 0,38 ■ 4,80 + 1,58 ■ 4,0 
+ 1,58-3,30 + + 2,09-2 + 2,09-1,53 + 0,40- 1,10 
+ 0,39 • 0,78 + 0,39 ■ 0,53 + 0,38 - 0,35 + 0,376 . 0,22 
+ 0,37 . 0,12 + 0,34 ■ 0,06 + 0,33 - 0,02 + 0,3 ■ 0,01 
+ o;27.0= + 36,87 tm; 
M„ = 0,27 . 9,55 + 0,30-8,85 + 0,33-8,10 + 0,34-7,30 
+ 0,37 . 6,45 + 0,38 . 5,6 + 0,38 ■ 4,80 + 0,39 - 4,00 
+ 0,39 - 3,30 + 0,40 - 2,60 + 2,09 . 2,0 + 2,09 • 1,53 + 
+ 1,68 • 0,78 + 1,58 . 0,63 + 0,38 ■ 0,35 + 0,38 . 0,22 
+ 0,37 . 0,12 + 0,34 . 0,06 + 0,33 - 0,02 + 0,30 - 0,01 
+ 0,27 . = + 30^2 tm. 

Berecbnang der BleKungsmomeDte und Spannungen. 
Linker Kämpferquerschnitt. 
MsL = + 36,87 + 12,0 . 3,3 — 7,3 • 9,86 = + 4,47 tm. 
M 447000 ,, ^ , , 
"^r = ^84400-=^'^''«/™ 
{oben Druck, unten Zug). 
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Rechter Kä-mpferquerschnitt. 
,llf = + 30,32 + 12,0 ■ 3,3 — 3,95 • 9,86 = + 11,12 tat. 
M 1112000 ,,.. , g 

" = -r=^ -8440^ =1''^ ''«/'='"' 
(oben Druck, unten Zug). 

Scheitelquerschnitt. 
a; = 0, y = -\- 0,64. 
.T/o = — (0,27 ■ 9,545 + 0,30 ■ 8,823 + 0,33 ■ 8,045 + 0,34 ■ 7,215 
+ 0,37 . 6,305 + 0,38 ■ 5,375 + 0,38 ■ 4,425 + 1.58 - 3,465 
+ 1,68-2,485 + + 2,09-0,5)= - 36,85 tm; 
Ml = 36,87 , Ä = 12 t, Ft = 7,3 t ; 
.»/, - - 26,86 + 36,87 - 12- 0,64 - = + 2,32 tm; 
M 232000 ,„o, , - 
^=r = -215ÖF = **'^'^/*'" 
(oben Druck, unten Zug). 

Querschnitt in —r- (hnks). 

■"d = - (0,27 (9,646 ~ 4,93) + 0,30 (8,825 - 4,93) 
+ 0,33 (8.045 - 4,93) + 0,34 (7,25 ^ 4,93) 
+ 0,37 (6,305 — 4,93) + 0,38 (6,375 — 4,93) = — 4,89 tm; 

M, = -4,89 + 36,87+12.0,11— 7,3.4,93 = — 2,701111; 
' ^ 270000 ... , , 

<'--r=3iooö = «'"'s"°' 

(oben Zug, unten Druck). 

6. Temperaturspaniiuiigeti. 

Infolge eines Temperaturunterschiedes von t = + 30*0 
wird mit 

« = 0,000012 und .E=2000000t/m» 

fl,=±— gl '-' „ 

Z^-J' + Zy 

, 2000000- 0,000012. 30- 19,72 ... 



db,Goot^lc 



Die zugehörigen Spannungen ergeben sich genau so wie bei 
H. zu 

.... , , 6500-330 ,».,., , 

am Kampier =+ oA^nn = + 25,4 kg/cm- 



84400 

6500- II 

^ - 31000 

j ^500 ■ 64 
' -'- 21500 

Die TemperatureJnflüase führen also bei Gewölben zu be 
trächtlichen Spannungen. 



l 



im Scheitel 



= ± 2,3 kg/cm^ 
- + 19,3 kg/cm^ 



6. Zusanimenstellung und Schlußbemerku'ngen. 





Kämpfer Kampfer 


-1 (links) 


Eigen- 

g.;wicht 


o„ = 2,4 Druck 2,4 Druck 1 Wä Druck 
n^ = 7.4 Druck ^ 7,4 Druck ; 6.2 Druok 

o, = 6,6 Zug 1 8,12 Druck 1 0.28 Zug 
0. ^ 6.6 Druck 8.12 Zug 0,28 Druck 


6.82 Druck 
7,28 Druck 


Em.«-itige 


5.35 Druck 
5.35 Zug 


Volle 
Belastung 


o» = 5.3 Druck ' 13,2 Druck 10,8 Druck 
». = 5.3 Zug 13,2 Zug 10.8 Zug 


8.70 Zug 
8,70 Druck 


Temperatur 


;i:25,4 '■ :i:25,4 :^: 19,3 


+ 2.3 


n„ = :W,II1 l>n 
23,60 Zug 


uk 41,00 Druck 40,10 Druck 
23,00 Zug 8,78 Zug 


14.47 Druck 
4,18 Zug 


". - 39,40 l)n 
23,30 Zug 


ck 32,80 Druck 25,78 Druck 
. ' 31,20 Zug i 23,90 Zug 


18,28 Druck 
0.37 Zug 


Selbstveratändlich können die Spannungen, die für die linke 



Kämpferfuge ermittelt sind, auch in der rechten auftreten. 
Die Höchat«pannungen sind 

41,0 kg/cm* Druck und 

31,2 kg/cm* Zug. 
Hinsichtlich der nach § 17, Ziffer 5, Absatz 3 zugelassenen Beton- 
zugspannung erscheint daher das Gewölbe — insbesondere nach 
den Kämpfern hin — als zu schwach bemessen, zumal der Ein- 
fluß der Schwindung (nach § 15, Ziffer 2 etwa gleich dem Einfluß 
eines Wärmeabfalls von 15' C) noch unberücksichtigt geblieben ist. 
Wir haben hier alle Spannungen für die homogenen Quer- 
schnitte berechnet; bei Ausschaltung der Zugzonen dürften die 
Druckspannungen sich im allgemeinen noch erhöhen. 
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Will man die Na«hprüfung auch noch in dieser Weise durch- 
führen, so wären für die einzelnen Belastungsfätle die zugehörigen 
Normalkräfte zu bestimmen mid mit Hilfe der Momente die 
Exzentrizitäten aufzusuchen^). 

Wendet man das Kernpunktverfahren bei der Bestim- 
mung der Momente an, so wären alle Ordinaten einfach auf die 
' Kernpunkte der betreffenden Gewölbequerschnitte zu beziehen 
(eventuell auch die Abszissen), anstatt, wie hier gezeigt, auf die 
Mittelpunkte derselben*). 

SchHeßlich kann man auch noch — anstatt mit den einzelnen 
Einflußlinien für H, V und M zu arbeiten — direkt benutz- 
bare Einflufilinien für die Momente berechüen, und zwar 
auch entweder für die Mittelpunkte der Querschnitte oder für 
die Kernpunkte. 

7. Einflufilinien für die Kempunktmomente. 

Die Gewinnung der Einflußordinaten für die Kempunkt- 
momente Miea und Mia, in — unseres Beispiels zeigt die Zahlen- 
tafel (S. 391). 

Die grundlegende Gleichung für die wandernde Last 1 lautet 
M^^M^ + M -H-yt-V-Xu. 

Zu bemerken ist dabei, daß diese Aufstellung als Muster mit 
dem höchsten Grade der Genauigkeit ausgeführt ist, indem auch 
die radiale Lage der Kernpunkte bei den Abszissen berück- 
sichtigt ist. In den meisten praktisch vorliegenden Fällen genügt 
es vollständig, die beiden Kernpunkte eines Querschnittes einfach 
vertikal übereinander liegend anzunehmen. Dadurch wird 

und 

femer 

und die Einrechnung der Ordinaten vereinfacht sich entsprechend. 

') Vgl. Ntlheres hierüber im Kapitel über eKzentriechen Druck in Schlüter: 
„Eisenbetonbau! Säule und Balken". Verlag von Herrn. Meueaer, Berlin. 

*) Vgl. Nähere« darüber im Ka^ntol „Daa Kernpunkt verfahren in der Gc- 
wOlbeben«hniing" in dem gleichen Buche. 



□ igilizedby Google 



Anhang. 

Die Elemente der Einflufilinienlehre für voUwandige 
Konstraktionen. 

Die Kenntnis der Einflußlinienlehre ist bei der Untersuchung 
von Bauwerken mit wandernden Lasten erforderlich. 

Es ist eine Eigenart der EinflußUnien, daß sie ein anschau- 
liches BUd über die Stellungen der Nutzlast angeben, 
welche in der einen oder anderen Hinsicht den- ungünstigsten 
Einfluß ausüben; und darauf kommt es ja in der Berechbnng 
immer an. 

1, EinflnSIinie für die Aotlagerre&ktion eines einfachen Balkens. 

Der betrachtete Balken von der Länge l, selbst zunächst 

gewichtfilos gedacht, möge von einer von B aus allmählich vor- 




-^f,.,.,w.ro.-«»*"^'°"^ 



rückenden Last 1 (ohne Benennung) befahren werden. Zu jeder 
möglichen Stellung, die die Last 1 auf diese Weise auf dem 
Träger einnehmen kann, berechnen wir die zugehörige Reaktion A 
und tragen ihren Wert genau unterhalb der betreffenden Last- 
stellung von einer Wa^erechten ans ab (vgl. die nachfolgende 
Zusammenstellung und Abb. 372). 
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Die Verbindungslinie aller Endpunkte der so gewonnenen 
Ordinaten {in diesem Falle, wie leicht zu erkennen, eine Gerade) 
nennt man die 



t Last 1 i 
0,11 . 
0,2 ( 

(1.3/ 



so ist ^ = 

»■■U. 
»■f'-o 

0,31 ^ 



Einflußlinie für die Aufiagerreaktion A. 

Für einen einfachen Balken gewinnt man also einfach dadurch 
die EinfluBlinie für eine seiner Reaktionen, daß man unter dem 
Auflager die Ordinate 1 aufträgt (in irgendeinem Maßstabe} und 
von dort eine Gerade zum anderen Auflager zieht. 

Umgekehrt wie die Linie gewonnen ist, kann sie 
nun benutzt werden: Befindet sich an irgendeiner Ktelle des 
Balkens die Last I , so erhält man das zugehörige A durch Multi- 
plikation dieser Last 1 mit der darunter befindlichen Ordinate 




der Einflußlinie ; sind anstatt Last 1 . . 3000 kg vorhanden, so ist 
die Ordinate mit 3000 kg zu multiplizieren, was ohne weiteres 
einleuchtet ! 

Beispiel: Gegeben ein Träger von 8 m Spannweite; es soll 
die größte Auflagerreaktion B für den dargestellten Lastenzug 
ermittelt werden (Abb. 373), 
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Da der Lastenzug in jeder Richtung fahren können soll, so 
tritt offenbar das größte B für die dargestellte Belastung der 
Einflußlinie ein, und es wird 

ß = 6 t ■ I + 4 t ■ 0,75 + 5 t ■ 0,3125, 

= 6t+3t+ 1,5626 t, 
= 10.5625 t, 

2. Belastungttprinzip und Ordinalen niessung bei gleichmäUiger Last. 

Das vorige Beispiel hat klar gezeigt, daß die größten Lasten 

immer dort aufzufahren sind, wo die größten Einfluß- 

ordinaten vorhanden sind, ein Grundsatz, der dem wesent- 



pf%, 




liehen Zweck aller Einflußlinien entspricht. Femer können wir bei 
gleichmäßiger Last mit der Ordinate multiplizieren, die für 
die Resultierende in Frage kommen würde. 

Oder wir berechnen den Inhalt der unter der 
gleichmäßigen Last befindlichen Einflußfläche und 
multiplizieren diesen mit der Last pro laufenden Meter. 

Beweis (Abb. 374): 

Der Einfluß eines Lastdifferentials von der Größe p t/m- -da 
ist p- da ■ y. 

Faßt man jetzt da ■ y zusammen, so bedeutet das den, 
Flächeninhalt des kleinen betrachteten Streifens der Einfluß- 
fläche. Man erhält also den Einfluß der ganzen Last über die 
Länge a durch Multiplikation von p t/m mit dem Inhalt des 
ganzen Dreiecks; also wäre auch vorher richtig gewesen 
■ 0,625 



1 t/m- 



= 1,56 t. 



(Man achte auf die Bezeichnungsn : Längen = 
Benennung.) 



, Ordinaten ohne 
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3. Einflußlinie für die Querkratt im Qaerechnitt K eines einlaclieD 
Balkens {Abb. 375). 
Die Last 1 wandere wieder über die einzelnen Teilpunkte. 
Für jede Laetstellung berechnen wir die Querkraft, welche dabei 
in K auftritt. Solange die Last 1 vom rechten Auflager bis K 
wandert, ist die 

Querkraft im Querschnitt K stets gleich A, 
weil A die einzige Kraft links von K ist; von B bis K ist also 
die Einflußlinie der Querkraft gleichbedeutend mit der Ein- 
flußlinie für Reaktion A {^-Linie}. Hat dagegen die Last 1 






m I 
11 



E.inriu[5lf7i'e für die QuerKiatr im Punkte K 




den Quersehnitt K überschritten, so ist jetzt stets die Querkraft 
im Punkte K^^A^l, wodurch die gegebene Konstruktion er- 
klärt ist. Der zwischen A und K liegende Teil der Querkraft- 
einfluBlinie stellt sich heraus als der Anfang einer negativ 
aufgetragenen £-Linie. 

Wir stehen hier also vor einer Einflußlinie, die einen posi- 
tiven und einen' negativen Teil hat: demnach kaim die 
beweglich© Last entweder einen größten positiven oder 
einen größten negativen Betrag erreichen; unbewegliche 
feststehende Last (Eigengewicht) aber belastet beide 
Teile der Fläche stets gleichzeitig, so daß die Ein- 
flüsse für diese algebraisch zu addieren sind. 

Beispiel: G^eben ein Balken von 12 m Spannweite, auf 
demselben Querschnitt X, 4 m von A. Eigengewicht 2 t/m, be- 
wegliche Last p = 5 t/ra (Abb. 376). 

Einfluß des Eigengewichtes auf K (vgl. Abb. 376 unten): 
(+ 2,668 - 0.666) • 2 t/m = + 4 1. 
Positiver Einfluß von p auf K 

-1-2,668.5 = + 13,340 t. 
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N^ativer Einfluß von p auf K 

— 0,666-5= — 3,330 t. 

Möglichkeiten: entweder + 4,t + 13,34 = + 17,34 t, 

oder + 4 1 - 3,33 = + 0,67 t. 







h^J' — ^ 
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Einfluiiliniel für das ÖEgungsmonjerw iisf^^nhte K ' 



Abb. 877. 

4. Einnaßlinie lür das Biegnngsmoment imjQaerschnltt K eines 
elntacheh Balkens (x »n von ^) (Abb. 377). 
Solange die Last 1 zwischen. .B und E wandert, ist das zu 
jeder Stellung gehörige Moment im Querschnitt E = A-x; wir 
erhalten also die diesem TeU zugehörige Einfloßlinie durch Auf- 
tragen der mit x Meter multiplizierten .^-Linie, d. h. wir tragen 
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die j4-Linie nicht mit 1 auf, aondern mit x in Metern. Dadurch 
hegt die angedeutete Konstruktion fest. Solange die Last 1 
zwischen A und K wandert, ist Mg stets gleich B-x', so daß 
derselbe Fall vorliegt wie vor. Beide Linien schneiden, sich offen- 
bar unter K, so daß man nur entweder x oder x' aufzutragen 
braucht. Die praktische Anwendung ist genau so wie unter 2 
und 3. Die Einflüsse sind immer nur positiv, so daß sich 
die infolge Eigengewicht und die infolge beweglicher Last ad- 
dieren. Belastet man die Fläche dann mit /, dann erhält man M 
in mt. 

6. Beschränkung der Einflultlinien auf die ErniitUung von Maximal- 
werten an ganz bestimmten Stellen. 

Wollte man für beliebig viele Querschnitte K das jeweils 
größte Moment finden, so müßte man ebensoviele Einflußfl&chen 
dazu zeichnen. Unter allen diesen unzähligen Einflußflächen wird 
eine einzige sein, die das absolut größte Moment 
liefert. Diese Stelle können wir ohne weiteres nicht auffinden; 
sie liegt durchaus nicht in der Mitte. Mit Hilfe der 
Differentialrechnung ergibt sich hierfür folgendes Gesetz: „Der 
Querschnitt K, für welchen das absolut größte Moment eintreten 
kann, liegt (bei beschränkter Lastanzahl) unter der größten 
Einzellaet, wenn diese und die Resultierende aller ziu* Zeit auf 
dem Balken befindlichen Lasten symmetrisch zur Balkenmitte 
stehen." (Ableitung siehe Höhere Mathematik, Absatz M; Ge- 
brauch siehe Kapitel 1, Statisch bestimmte Bauwerke.) 

6. Oeltangsbereicb .und Charakteristik der Einflußlinien. 

Die Einflußlinien einer ' bestimmten statischen Größe (einer 
Reaktion, einer Querkraft, eines Biegungsmomentes) gelten also 
immer nur für einen ganz bestimmten Querschnitt. 

Das Schauhild einer Einflußfläche veranschaulicht also nicht 
einen für alle Querschnitte eines Trägers gültigen Zustand (wie 
das etwa eine Querkraftfläche tut), sondern bezieht sich nur 
auf einen einzigen Querschnitt des Trägers, darum auch 
alle bei einer Einflußfläche vorgenommenen Belastun- 
gen nur in Hinsicht auf diesen einen Querschnitt erfolgen, wobei 
die Form der EinfluSlinie von selbst auf die vorzunehmende 
ungünstigste Belastung hinweist. 
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Sämtliche EinfluQliiiien werden mit der wandernden „Last 1" 
konstruiert, auch — wie in dem vorliegenden Buch gezeigt wird — 
bei statisch unbestimmten Systemen. Die Einflußlinien 
kömien positive oder negative Teile haben, wodurch angezeigt 
ist, daß die betreffende statische Größe einen größten positiven 
und einen größten negativen Wert erreichen kann, je nachdem 
,,nur positiv oder nur, negativ" belastet wird. Eigengewicht be- 
lastet jedoch stets durchgängig die ganze Fläche. 

7. Indirekte Belastung. 
Erfolgt die Belastung nicht direkt, sondern indirekt, was am 
besten durch Abb. 378 versinnbildlicht werden kann, und handelt 
ea sich um die Konstruktion der Einflußlinie für einen zwischen 



(^ ^ 



T 




zwei Zwischenstützen liegenden Querschnitt K, so kann das dann 
zu beachtende Gesetz wie folgt gefunden werden. 

Gegeben sei eine ganz behebige (fertig konstruierte) Einfluß- 
hnie (Abb. 379). Die Frage lautet: Mit welcher Ordinate tj ist 
der Emfluß der Last P festzustellen? Anstatt des direkten 
Einflusses von P stellen wir den der beiden Reaktionen L 
und Ä fest. 
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Ein ^uAOmmennano, 
■ Abb. MI. 
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DieBer ist: 

P-b P-a pf 6 , o p 

Das sich ergebende Gesetz lautet also: Zwiachen je zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten mittelbarer Belastung 
ist die Einflußlinie eine Gerade. Dieses Gesetz gilt 
ganz allgemein, die Einflußlinie sei gebogen oder ge- 
brochen unter dem Zwischenfeld l. Einflußlinien in Kurven- 
form liegen in der Regel bei statisch unbestimmten Systemen vor. 

Beispiele. Die Querkrafteinflußfläche für Punkt C (Abb. 380) 
gilt, wie ein Blick auf die Figur lehrt, nicht für den Punkt C, 
sondern für alle im vierten Felde hegenden Querschnitte. 

Die Einflußfläche für das Biegungsmoment im Punkt C 
(bzw. C) des Trägers (Abb. 381); sie gilt nur für Punkt G (bzw. 
Punkt C). 

Die beiden Beispiele zeigen, daß die betreffenden Einfluß- 
linien zunächst genau so gewonnen werden, als wäre 
der Träger nicht indirekt belastet, hinterher erfolgt 
die Korrektur. 

8. EinOuSIinien liir den Oerberbalken (Abb. 3S2). 

Für den Schleppträger genau entsprechend dem einfachen 
Balken. Beim Kragträger für den Teil zwischen den Stützen AB 
(Abb. 383, 384 und 386) zunächst ebenfalls genau so wie beim 
einfachen Balken, doch sind die Einflußlinien zum Schluß 
über die Auflager A und B hinaus in der angegebenen 
Weise zu verlängern. 

Für irgendeinen Punkt (i) des Kragarmes geben Abb. 386 \ 
und 387 die ohne weiteres verständlichen Konstruktionen der 
Einflußlinien der Querkiaft und des Momentes an. 

Bei indirekter Belastung verfahre nach dem unter 7 ab- 
geleiteten Gesetz. 

9. EüüluBlinien Inr den Dreigelenkbogen (Abb. 388). 
Nach Abb. 388 ergeben sich offenbar die Gesamtreaktionen 
(Kl als Besultierende von A und H und K, als Resultierende' 
von B und H) nach Größe und Richtung aus der Bedingimg 
daß der unbelastete Schenkd sich nicht gegen den belasteten 
drehen darf. 

Schlüter El>enb«k>nbaii II. 26 
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Für irgendeinen Drehpunkt, z. B. B, besteht femer die 
Gleicbgewichtsbedingung : Summe aller Momente = 0, 
also A-l = P-b 

^' l ■ 




Einfiufslioic füröieHeoMtion P\ 



Die Tertikaien Autlageireaktionen bestimmen sich also genan 
so wie beim einfachen Balken (Abb. 389). 

Die Eindußtinie lär den Horizontalschub ei^ibt sich aus der 
Bedingung, daß das Moment im Gelenkpunkt G = sein muß, 
also B-w' — P-p - H • / = (Abb. 388, p aus Abb. 390). 
3f, 

Die beiden ersten Glieder {Mg) entsprechen aber (für sich ge- 
nommen) dem Moment im Querschnitt O eines einfachen Balkens 
AB (Abb. 390), für welches bekanntlich durch Auftragen von w' 
nach Abb. 391 die Einflußlinie gewonnen wird. 
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so daQ die Eitiflußlinie für H nach Abb. 302 



durch Auftragung von - - gewonnen wird, 



d^F 


1 JX 




' '. 



Abb. 300 und 391. 

EinflufWintB für H 




Spezialfall : Ist w =w' = --r,so ergeben sich die maßgebenden 

Endordinaten zu -^ = ^ = - r und die Mittelordinate zu ■- 
/ / 2/ 4 

(Abb. 393 und 394). 
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Bie EinfluBlime für das Moment an beliebiger Stelle. 
Allgemein ergibt sich für Querschnitt m (Abb. 388) 
M. = Ax-H-y 



M. 



-II. 



A 



Einflufslinip för M 



V 



I 



_^l0iim^^\ 



A • X ist aber (abgesehen von weiteren Lasten zwischen A und m) 
das Moment des einfachen Balkens AB (Abb. 395), für welches 
die Einflußlinie nach Abb. 396 gewonnen wird. 

Da für A-x die Division durch y gefordert wird, so geschieht 
das einfach durch Auftragen von (Abb. 397). 
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Die Einflußlinie für — ^ wird nun gefunden, wenn zu Abb. 397 

die fl-Fl&che gemäß ihrem negativen Vorzeichen algebraisch ad- 
diert wird (Abb. 398). 



EinnuiS.liniB für- ^ 



Haben wir mit Hilfe dieser Einflußfläche, welche wieder einen 
positiven und einen negativen Teil hat, irgendein M„ berechnet, 
80 ist das Resultat noch mit y zu multiplizieren, da- 
her Erweiterungsfafctor /i ^ 




Einfiulslinie für M„ 



Abb. SBO und <00. 



Bei statisch unbestimmten Systemen (Zweigelenkrahmen) 
ist die H -Fläche eine Kurve. 

NB.: Zu bemerken ist noch, daß beim Dreigelenkbogen der 
Nullpunkt der Fläche Abb. 398 genau unter der „Lastscheide" 
liegt, die nach Abb. 399 gewonnen wird. Die Einflußlinie Abb. 398 
wird daher einfacher und schneller nach Abb. 400 gefunden, wo- 
bei man zweckmäßigerweise auch gleich a; aufträgt anstatt -, 
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damit die' Multiplikation der Ergebniäse mit y weg- 
fällt, also fi = \ wird (wodurch allerdings mehr Platz für die 
Einflußlinien erforderlich ist). 

Daß der Nullpunkt tatsächlich unter dem mit Lastscheide 
bezeichneten Kreuzungspunkt liegt, folgt einfach au8 der Tat- 
sache, daß eine dort wirkende Last kein Moment mehr im Quer- 
schnitt m erzeugen kann. Das GJewölbe verhält sich — wie wir 
nun erkennen werden — zwischen Ä und Lastacheide wie 
ein einfacher Balken (,, stellvertretender" Balken). 

Die Querkrafteinflußfläehe eines Dreigelenkbogens sei hie'r 
wegen ihrer geringeren praktischen Bedeutung nicht erörtert. ■ 
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VERLAG VON HERMANN MEUSSER, BERLIN W57 

Alle Fragen, die mit der Berechnung und Bauart der Eisenbeton' 

balken in der Nähe der Auflager zusammenhingen, 

beantwortet erschöpfend: 

Schlüter, 

Die Schubsicherung der Eisen^ 

betonbalken durch abgebogene Haupt- 

armierung und Bügel 

Nach Vorschrift der neuen Bestimmungen vom 13. Januar 1916 
In Pappband M. 3.50 
Geheftet M. 2.65 

Inhaltsverzeichnis 

Einlrilung. — Kapiul t.SpannungsvcrIaufund Armierung (Normal- 
spannungen.Schubipannungcn, Hauptspannungen, HBrtspannungen). — Kapitd2. 
Bauart und Berechnung der Schubsicherung. I. Die Anonlnung 
der Armierung. 1. Die wichtigeren Formen der Armierung. 2. Statischer Wert 
der abgebogenen Eisen und der Bügel für die Schubsicherung. 3. Entwurf des 
Slrebe^ystems. 4. Obere Verankerung der abgebogenen Eisen. 5. Lage derenlen 
Zug«trebe. 6. Lage der Zugstreben zur Balkenachse. 7. Form der Abbiegung. 
H. Die Bemessung der Armierung. I. Feststellung der Strebenkräfte nach der 
Fach wfrk«! ehre. 2. Feststellung der Slrebenkrsfte aus den Schubspannungi' 
diagrammen; Zahle nbeispiel dazu. 3. GröQe der Streben kräfle. 4. Zulässige 
Beanspruchung der Zugeisen, 5. Ergänzung der Zugstreben durch Bügel; Zahlen- 
beispiel dazu. 6. Überholte Berechnungs weise der Bügel. — Kapitel 3. D i e s I a - 
tische Aufgabe der Bügel im mittleren B al ke n lei 1. - Kafätel 4. 
Die praktische Aufgabe derBügel. - Kapitel 5. Winke für den 
Entwurf einfacher und kontinuierlicher Balken. - Kapitel 6. 
Der Nachweis der Haftspannungen und der Einfluß der 
Haken. I. Beschränkung des Haflspannungsn ach weises auf stärkere Eisen. 
2. Der Haftspannungsnachweis mit halber Querkraft. 3. Bedeutung der zuläs- 
sigen Beanspruchung als Mittelwert. 4. Spannungs Verteilung vor der RiGbildung. 
- Kapitel 7. Zahlenbeispiele. - Kapitel 6. Die Notwendigkeit 
des Ausschlusses derHitwirkungdesBelons in derZugauf- 
nahme durch abgebogene Elsen und Bügel. 

In der Nachlieferung (Preis M. —.80) 

Ergänzung zu Kapltel2, II, Ziffer 5: Das Zusammenwirken von Zug- 
streben und Bügeln und einheitliche Berechnungs Formeln. 

Ergänzung zu Kapitel 2, 11, Ziffer 2: Fehler bei der Feststellung der 
Streben aus den Schubspannungsdiagrammen. 
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Urteile der Fachgresse über^ 
Schlüter, 
Schubsichcning der Eisenbetonbalken usw. 

Beton und Eisen 1917, Heft XVII/XVIII, Textbeilage S. 4: 

Der Verrasscr gibt eine voniefftiche Zusammensceltung des derzeitigen Standes 
unseres Wissens, indem er auf Grund der deutschen Vorschriften von 1916 die 
übrigen Quellen zusammenfaBt und So als ein geschlossenes System für die Be- 
Handlung dieser Frage hinstellt. Daß diese Frage noch keine abgeschlossene ist, 
steht «uOer Zweifel. Die Tragfähigkeit eines Balkens mit einwandfreiem Ober- 
und Untergurt kann nicht ausgenutzt werden, wenn der Sieg zu Verschiebungen 
Anlaß gibt. Um diese zu verhindern, ist jedenfalls die in diesem Buch geraachte 
Voraussetzung einer fach werk artigen Ausbildung der Schubbewehrung nach den 
Gesichtspunkten der Hauptspannungen ein richtiger Weg. Ich vermisse nur die 
Hervorhebung der Wichtigkeit des Umstandes, daß dieser rechnungsmäßigen Vor- 
ausseliung durch die Ausbildung des Biegeplanes und der Bügel auch tatsächlich 
entsprochen wird, und wie das zu geschehen hat. Wir müssen trachten, uns 
von Faustregeln unabhängig lu machen, oder doch neben diesen ihre wissen- 
schaftlich« Begründung zu erforschen. Zur Beantwortung dieser Frage ist ra. E. 
der Versuchsweg noch nicht genügend ausgenutzt worden. 
Das für diese hier so vortrefflich zusammengestellte Frage bestehende Interesse ist 
gekennzeichnet durch die Arbeiten von Dr. Brunkhorsl und die Veräffentlichung 
der Versuche mit Balken aus umschnürtem Gußeisen in den letzten Heften dieser 
Zeitschrift. Es Rnden sich doit kennzeichnende Bilder von Balken, die aus- 
schließlich durch einen unzureichenden Steg zerstört worden sind. Vorsicht ist 
also bei der Schubsich etung gewiß geboten, und die Bestimmungen der deutschen 
Vorschrift und die Ausriihrungen der Bücher sind durchaus zweckentsprechend. 
Anderseits ist es jedoch möglich, durch besondere Einrichtung einen für die Schub- 
kräfte äußerst widerstandsfähigen Sieg zu erhalten, und gerade die berechtigten 
Einschränkungen der Vorschrift mußten dazu führen, diese Anordnungen auf 
ihre VerläDlichkeit zu erproben, um zu wissen, was man in außerordentlichen 
Füllen zu tun hat, um die Verbindung der beiden Gurte sicherzustellen. F. v. E. 

Deutsche Bauzeitung, Mitteilungen 1917, Nr. 24: 
Die neuen deutschen Bestimmungen', die bekanntlich wesentlich stärkere Be- 
wehrungen gegen die aus den Schubspannungen stammenden Beanspruchungen 
ergeben als die früher gültigen, stellen für dieses wichtige Gebiet nur allgemeine 
Gesichtspunkte auf. Verfasser hat es sich daher zur Aufgabe gestellt, „neben 
der Klarstellung und Begründung der seit längerem erkannten, aber jetzt erst zur 
allgemeinen Gültigkeit erhobenen Berechnungsweise der Schub- und Haftspan- 
nungen feste Grundsätze für den Bau der Schubsicherungen in einer für die All- 
gemeinheit möglichst eindeutigen Form aus dem reich vorhandenen Wissenschaft' 
liehen Material zu gewinnen und derselben auch die Wahl der Ausführungsart 
und die Berechnung selbst zu erleichtem". Das ist ihm in seiner kleinen Schrift 
wohl gelungen. 

(Folgt Inhaltsangabe; dann:) 
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Dit kleine Schrift geht demnach auf alle wesentlichen Fragen ein und gibt zu 
ihnen in knappster Form sichere und bestimmte Anrworien. Das Wiikchen 
kann daher lur Einführung in diese Aufgaben bestens empfohlen werden. Fr. E. 

Der Bautechniker 1917, Nr. 42, S. 335: 

Dieses Büchlein soll die Möglichkeil bieten, den neuen preußischen Eisenbeton' 
Bestimmungen vom Jahre 1916, soweit sie die Aufnahme der Schubspannungen 
betreffen, gerecht zu werden. Dieser Absicht ist, das sei sofort anerkannt, glänzend 
entsprochen. Das Büchlein bietet jedem Eisen beton f achmann nicht nur ein ijber' 
sichtliches Bild über die Forderungen der Vorschrift, ihrer Grundlagen und ihres 
Wollens, sondern enthält auch eine gründliche und wertvolle Auseinandersetzung 
der Art und Wirkungsweise der aufitelenden Kräfte und ihrer Aufnahme durch 
die Eiseneiiilflgen. Der Verfasser geht für die Berechnung von dem einfachen 
oder mehrfachen Streben fach werk aus, was gewiß den modernsten Anschauungen 
entspricht, wenngleich sie für die Berechnung der Stabaufbiegungen nicht un- 
bedingt erforderlich ist. Bekanntlich fordern auch die amtlichen österreichischen 
Vorschriften vom Jahre 191 1 die Aufnahme von mindestens 60% der gesamten 
Schub' und Hauptzugkräfte, wenn die errechneten Schubspannungen die zu' 
lässigen Werte überschreiten. Es ist deshalb merkwürdig, schon des öfteren sehen 
zu müssen, wie die reichsdculschen Verfasser immer wieder auf schweizerische 
Vorschriften hinweisen, die österreichischen aber nicht genügender Beachtung 
wen finden. Und doch dürfte der Leserkreis für rcichsdeutsche Werke in Öster- 
reich dem in der Schweiz nicht nachstehen. Wenn wir also eine derartige Nicht' 
beachtung als Lücke emphnden, ao hoffen wir doch, daß sich auch dieser 
Umstand mit der Zeit bessern wird. Das Büchlein Schlüters erschöpft die auf' 
geworfenen Fragen vollends, und jpder im Eisenbeton bau arbeitende Techniker 
wird gut tun, es zu studieren und seine Lehren anzuwenden, auch dann, wenn 
er nicht von den preußischen Bestimmungen abhängig ist. Dr.-lng. Heß. 

Tonindustrie-Zeitung 1917, Nr. 79, S. 543: 

Die Schrift steUt die alle und neue Berech nungs weise der Schubsicherungen gegen- 
über und behandelt in kurzen, klar gefaßten Abschnitten in allgemeinverständlicher 
Form unter Angabe der Berechnungsgrundlagen die wichtigsten Fragen der Schub- 
Sicherung von Eisen beton balken auf Grund der neuen Bestimmungen und der 
bisher bekannt gewordenen Versuchsergebnisse. Sie ist daher besonders für den 
Anfänger und denjenigen, der sich über den derzeitigen Stand der Versuchsergeb- 
nisse einen kurzen Überblick verschaffen will, als willkommenes Hilfsmittel zu 
betrachten. Die beigegebenen Beiechnungsgrundlagen und Beispiele erleichtem 
das Verständnis des Stoffes bedeutend, desgleichen erleichtern die Winke für den 
Entwurf die Umsetzung des aufgenommenen Stoffes in die Praxis. 
Bezuglich der Bestimmung des Anteiles der Schubkraft, welche von den Bügeln 
bzw. den Zugstreben aufgenommen wird, ist jedoch der WillkürÜchkeit der Ver- 
teilung eine Grenze zu ziehen, da die Beteiligung beider Teile an der Aufnahme 
der Schubkräfte eine ganz bestimmte ist. Bei Annahme gleicher Hauptspannungen 
in Zugstrebe und Bügel, wie in den bezüglichen Beispielen getan, ist dem an- 
nähernd und für praktische Verhältnisse genügend scharf Genüge geleistet. 
Guter Druck, deutliche Abbildungen und Handlichkeit sind ein Vorzug der Schrift. 

85 D. 69 
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Mitteilungen über Gegenstände des Art.- undGenie- 
wesens, Wien 1918: 

(Inhaltsangabe; dann:) Der Verfassei, dessen Name in der Eisenbetonliteratur 
bereits einen guten Ruf genießt, hat seineAufgabe voll erfüllt, und wird die auBer- 
oidcntlich hlar und überzeugend geschriebene Abhandlung geeignet sein, in Zu- 
kunft konstruktive Fehler hinsichtlich der Schubsicherung auch in weitesten 
Kreisen lu vermeiden. Besonders beherzigenswert sind die Worte, die der großen 
und nicht immer entsprechend gewürdigten Rolle der schrägen StabaufbiC' 
gungen lukommen. Sie sind in allererster Linie für die Schubsicherung 
heraniuitehen, während die Bügel nur im Falle, als die Siabbiegungen hierzu 
nicht ausreichen, mit in Rechnung gestellt werden können. Das vorliegende Heft 
erscheint daher jedem Konstrukteur des Eisen belonbaues als sleler Begleiter bei 
seinen Entwürfen unentbehrlich und wird auch in Österreich, dessen Eisenbeton' 
voTschrift wohl in manchen Punkten von den preußischen Bestimmungen ab- 
weicht, schon wegen der vielen praktischen Winke willkommen sein. Seh. 



Technik und Betrieb (Wochenbeilage zum süddeutschen 
Industrieblatt) 1917, Nr. 30: 

Diese kurzgefaßte Abhandlung über die Schubsicherung der Eisen beton balken 
durch abgebogene Hauptarmierung und Bügel bedeutet eine weitere Bereicherung 
der einschlägigen Eisenbetonbautiteratur. 

(Folgt Inhaltsangabe; dann:) 
Schlüters Ausführungen leichnen sich vornehmlich durch die Klarheil der Sprache 
und durch leichtverständliche Übersichtlichkeit aus, so daß dieses Werkchen vom 
Anfänger als wertvolle EinFührung in dieses Gebiet und vom Eisen beton Fachmann 
als willkommenes Nachschlage werk chen gleichermaßen geschätzt werden wird. 
Schlüters vorangegangene Veröffentlichungen haben bei den Fachleuten eine zu 
gute Aufnahme gefunden, als daß es notwendig wäre, das vorliegende, 63 Seilen 
enthaltende Werkchen noch besonders zu empfehlen. Rgbstr. Dr. Sp. 



Der Brückenbau 1917, Nr. 12, S. 97 : 

Die In den neuen preußischen Eisenbeton'Bestimmangen vom 13. Januar 1916 
nur in Form von Grundsätzen zum Ausdruck gebrachten Vorschriften dürften 
der Altgemeinheil nicht ohne weiteres klar sein. Daher war das Ziel des Ver- 
fassers, mit der vorliegenden Abhandlung über diesen Gegenstand und durch eine 
Gegenüberstellung der alten und neuen Berech nungs weise „neben der Klarstellung 
und Begründung der seit längerem als richtig erkannten, aber jetzt erst zu all- 
. gemeiner Gültigkeit erhobenen Betechnungsweise der Schub- und Haftspannungen 
feste Grundsätze für den Bau der Schubsicherungen in einer für die All- 
gemeinheil möglichst eindeutigen Form aus dem reich vorhandenen wissenschaft- 
lichen Material zu gewinnen und derselben auch die Wahl der Ausführungsart 
und die Berechnung selbst zu erleichtern". -Das Buch dürfte allen Fachgenossen 
wertvollste Dienste leisten und sich viele Freunde erwerben; es sei allen, die sich 
mit den neuen Eisenbeton -Bestimmungen vertraut machen wollen, angelegentlichst 
empfohlen. S. 
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Zeitschrift des osterr. Ingenieur' und Architekten' 
Vereins 1917, Nr. 42: 

In den neuen preußischen Eisenbeton 'Bealimmungen vom 13. Jänner 1916 ist 
die schon lange erwartete Änderung der Vorschriften über den Nachweis der 
Schub- und Haflspannungen erfolgt. Infolge dieser neuen Vorschriften ergeben 
sich wesentlich stärkere Armierungen gegen Schubbeanspruchungen, als früher 
gefordert wurden. Dits« Vorschriften haben die Form von Grundsätzen, ohne 
die Berechnung! weise unmittelbar festzulegen. Ihre richtige Anwendung in der 
Rechnung und ihre praktische Verwertung erfordert eine tiefer gehende Kenntnis 
der ihnen zugrunde liegenden Versuchsergebnisse, besonders hinsichtlich des 
Werkes der Haupteisen und Bügel für die Schubsicherung. Infolgedessen ist es 
gewiß sehr verdienstlieh, daß es der Verfasser, dem wir schon raehipre sehr klare 
und brauchbare Arbeiten auf dem Gebiete der Statik der Eisen beton bauten ver- 
danken, unternommen hat, die seit längerem als richtig erkannte, aber jetzt erst 
zu allgemeiner Gültigkeit erhobene Berechnung! weise der Schub- und Haft' 
Spannungen klarzulegen und zu begründen, sowie feste Grundsätze für die Aus- 
fiihrungsart der Schubsicherungen aus dem reichen Versuchsmaterial zu gewinnen. 
' Hierdurch ist dem Konstrukteur die Wahl der Ausrührungsart und die Berechnung 
wesentlich erleichtert. In 2 Zahlen beispie len sucht der Verfasser den Vorgang 
bei der Berechnung der Schubsicherungen iro Zusammenhange zu veranschau- 
lichen. Aus der Gegenüberstellung der alten und neuen Berech nungs weise sind 
die Fortschritte auf diesem Gebiete klar ersichtlich. k. 

österr. Wochenschrift f. d. öffentlichen Baudienst, 
XXllI. Jahrgang, 1917, S. 312: 

Die neuen preußischen Bestimmungen über Eisenbeton vom Jahre 1916, welche 
seither auch fast in allen deutschen Bundesstaaten eingeführt worden sind, ent- 
halten unter anderem auch neue, wesentlich von den früher gültigen abweichende 
Festsetzungen über die Ermittlung der Schub- und Haftspannungen, aus denen 
sich bekanntlich stärkere Bewehrungen gegen Schub als bis dahin ergeben. Bei 
der Kürze der betreffenden, in ziemlich allgemeiner Form ausgesprochenen Vor- 
schriften ist eine eingehendere Darstellung des hiemach einzuhaltenden Rechnungs- 
vorganges und der zweckmäßigen baulichen Anordnung der zur Sicherung des 
Verbandes dienenden Schrägeisen und Bügel als zeitgemäß zu bezeichnen. Dieses 
Ziel strebt der Verfasser des vorliegenden Heftes an, indem er auf Grund der 
Vorschriften und unter Beachtung der einschlägigen Versuchsergebntsse feste 
Grundsätze für die Gestaltung der Schubsicherung aufstellt; er behandelt der 
Reihe nach die Anordnung und Bemessung der Schubbewehrung, die statische 
und praktische Aufgabe der Bügel, dann den Nachweis der Haftspannungen und 
den Einfluß der Haken. Die Ausführungen des Verfassers sind unter Beratung 
mit bekannten Fachmännern des Eisenbetons (Morsch und Koenen) entstanden; 
an mehreren Beispielen wird ihre praktische Benützung erläutert. Für Berech- 
nungen nach den neuen preußischen Bestimmungen ist das Büchlein wohl als 
ein vortreffliches Hilfsmittel zu bezeichnen; aber auch alle, die überhaupt mit 
dem Entwürfe von Eisen beton tragwerken zu tun haben, werden'in demselben 
eine Reihe von schätzenswerten Anregungen und Winken für die zweckmäßige 
Ausbildung solcher Tragwerke betreffs ihrer Schubbewehrung finden. C. H. 
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VERLAG VON HERMANN MEUSSER, BERLIN W57 



In neuer Bearbeitung erscheint demnächst: 

Schlüter, 

Band I: 

Eisenbetonbau 

Säule und Balken 

EincausführlicheDarlegungdergrund' 
legenden Rechnungsarten des prak- 
tischen Eisenbetonbaues 

Das Buch läßt — dem Zwecke einer gründlichen Ein- 
führung in die Eisen beton Statik dienend ~ alles zunächst 
Entbehrliche beiseite und zeigt, wie man durch Kennt' 
nis weniger, unwandelbarer Gesetze bald zur Selb- 
ständigkeit und Sicherheit in der Behandlung der ver-; 
schieden sten Aufgaben gelangen kann. 
Die Beispiele sind so dargestellt, wie es der Entwurfs- 
arbeit des Ingenieurs entspricht , d. h. es werden die 
praktischen Gesichtspunkte, die der Konstrukteur bei 
der Wahl der Ausführungsart im Auge behalten muß 
und die erst zur Anwendung des einen oder anderen 
Rechnungsverfahrens bestimmen, mit angegeben. 
Zweckdienliche Anwendung der dem Verbundbau 
eigenen mannigfachen Bauarten ist somit unmittelbar 
neben die Einführung in die mathematisch-statischen 
Verhältnisse gesetzt. 

Das Buch ist eine von der Fachpresse allgemein als 
vorzüglich anerkannte Vorbereitung für die Praxis. 
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VERLAG VON HERMANN MEUSSER, BERLIN W 57 

H. Schlüter, 

Die höhere Mathematik als 

gemeinverständliches 

Rechnungsmittel 

In Pappband M. 2.80 
Geheftet M. 1.80 

Enthält: 
die dem Band II EisenbetonbaU', Rahmen und Gewölbe 
in I.Auflage im Anhang beig^ebenen „Elemente der höheren 
Mathematik für den Bedarf des Statikers" und vermittelt 
diejenigen Grundkenntnisse der höheren Mathematik, die 
zum Studium des vorliegenden Bandes vorausgesetzt werden. 



Die Gemeinverständlichkeit liegt in der gegebenen 

praktischen Darstellung des Stoffes, die sich nur an das 

VorstellungsvermÖgenwendet und die weitgreifende 

mathematische Herleitung ausschließt. 

Das Buch kann jeder lesen und sich zunutze 
machen, der die niedere Mathematik versteht. 

Das Buch beweist daher, daß ein Ersatz der Infinitesimal' 

rechnung durch die schwerföll^en und zeitraubenden 

Rechnung^nge mit den Mitteln der elementaren Mathe- 

matik überflüssig ist. 

Der Inhalt des Buch es genügt fürdas Verstand' 

nis höherer Rechnung in der Technik (Statik, 

Maschinenbau, Elektrotechnik, Geodäsie). 

NtbtnMthtnd [nhalBveireichniB I 
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Fach wissenschaftlich^ praktische 

BERATUNG 

und Begutachtung in allen Fragen des Beton- und 
Eisenbetonbaues / Anfertigung, und Prüfung von 
statischen Berechnungen / Aufstellung von einschlä- 
gigen Entwürfen und Kostenanschlägen, insbesondere 
auch für Instandsetzung rißhafter oder sonstwie 
gefährdeter Beton- und Eisenbetonbauwerke * 

nach bewährten Verfahren 

Untersuchung von Bauunlallen u. dgl. 

durch den Verfasser 

Bcrlin-Friedcnau. Sponholzstraße 53/54, Port. III, i 

Fernruf: Amt Uhland 2312 
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